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Prefacio 


En los últimos veintiséis años, en el Departamento de Conversión y Transporte de Energía de la 
Universidad Simón Bolívar se ha desarrollado un método eficiente y sistemático para la docencia 
de los cursos de Conversión de Energía Eléctrica!. Se fundamenta en la experiencia aportada 
originalmente por el Profesor Gastón Pesse Vidal después de más de 43 años de fructífera labor 
universitaria, así como por el trabajo sistemático de los profesores de la sección de Conversión de 
Energía Eléctrica. Esto ha permitido amplíar la visión de los ingenieros electricistas, facilitando 
la incorporación de los nuevos desarrollos en electrónica, computación, sistemas de control y 


las nuevas técnicas para el control electrónico de potencia. 


A diferencia de los métodos convencionales para el análisis de las máquinas eléctricas, el mé- 
todo que se desarrolla en este texto permite el estudio de los convertidores eléctromecánicos 
mediante una modelación generalizada, donde las diferencias se establecen fundamentalmen- 
te a partir de la configuración de las fuentes de alimentación. Este libro utiliza ampliamente 
el álgebra lineal con la finalidad de simplificar las operaciones matemáticas necesarias para el 
análisis permanente y transitorio de las máquinas eléctricas. Se incorpora al mismo tiempo la 
visión física de los fenómenos involucrados, para permitir una comprensión más completa de 


cada tema. 


El objetivo general consiste en ofrecer al futuro ingeniero electricista aquellos fundamentos teó- 
ricos y conceptuales necesarios para comprender los principios, analizar y evaluar las diferentes 
condiciones de operación de las máquinas eléctricas convencionales y su interrelación con el 
sistema eléctrico de potencia. El texto se orienta fundamentalmente al análisis de los converti- 
dores, pero en algunos casos se desarrollan ideas generales que podrían servir de pie a cursos 


1 Máquinas eléctricas y controladores electrónicos de potencia. 


posteriores donde se desarrollen los temas relativos al diseño y construcción de los convertidores 


electromecánicos. 


El actual perfil profesional del ingeniero electricista está en continuo cambio, cada día el de- 
sarrollo tecnológico aumenta aceleradamente. Nuevas máquinas y aplicaciones aparecen en el 
horizonte. Es necesario preparar a las nuevas generaciones para que puedan afrontar estos retos. 
Por esta razón es necesario incorporar nuevas herramientas y conceptos que flexibilicen el cono- 
cimiento de estas tecnologías que se encuentran en permanente evolución. Para cumplir con este 
cometido es indispensable romper con aquellos esquemas conceptuales que eran válidos cuando 
las máquinas eléctricas cumplían una función mucho más restringida. La investigación metódica 
y las continuas asesorías profesionales permiten el desarrollo de esta visión conceptual de las 
máquinas eléctricas, dentro de los alcances y limitaciones impuestos por el nivel académico al 


que va dirigido este texto?. 


La necesidad permanente de actualizar conocimientos, y la definición constante de nuevas metas 
y objetivos hacen indispensable la revisión periódica de este material. Con este espíritu ha sido 
concebido. Es un deseo que el contenido de este texto ayude a simplificar la difícil labor del do- 
cente en esta área, y el aún más complejo proceso de aprendizaje a los estudiantes de ingeniería 
eléctrica. El estudio de este tema requiere una fuerte conceptualidad física y matemática, debido 
a que los fenómenos de conversión electromecánica de la energía deben interpretarse espacial y 
geométricamente al mismo tiempo. Se ha incluido un número importante de ilustraciones, grá- 
ficos y diagramas para simplificar la comprensión de aquellas ideas que tienden a ser difíciles 
para el estudiante por integrar aspectos espaciales y temporales. En esta edición se incorporan 
ejemplos resueltos que ilustran los conceptos desarrollados, ejercicios propuestos que permiten 
ampliar las habilidades necesarias para cumplir con los objetivos de cada tema y un sumario 
en cada capítulo que expone de forma concisa las ideas fundamentales. En varios temas se han 
incluido pequeños programas desarrollados mediante herramientas de cálculo de alto nivel? que 
permiten obtener resultados prácticos de los modelos y constituyen en sí mismos una poderosa 


herramienta de aprendizaje. 


Este libro comienza presentando las bases fundamentales que permiten un análisis sistemático 
de las máquinas eléctricas: la ley de Lorentz, el principio de los trabajos virtuales y el análisis 
de circuitos acoplados magnéticamente. Posteriormente se desarrollan en detalle los principios 
básicos de conversión electromecánica, el planteamiento de las ecuaciones diferenciales que 
rigen su comportamiento y las transformaciones necesarias para su solución eficaz y eficiente. 
Las máquinas de conmutador, de inducción y sincrónicas se presentan a partir de estas ideas y se 
obtienen en modelos para el análisis en régimen permanente y transitorio de estos convertidores. 


2 Fundamentalmente estudiantes no graduados de ingeniería eléctrica 
3 Matlab®, Scilab® y Octave®. 
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Algunos temas importantes tales como armónicos, saturación, desequilibrios, limitaciones de 
diseño, ensayos de laboratorio, estimación paramétrica y valores esperados se han incluido a 


través de todo el texto. 


Quisiera terminar el prefacio a la presente edición agradeciendo a los innumerables colaborado- 
res que han contribuido con su realización durante todos estos años, especialmente a las genera- 
ciones de ingenieros electricistas que permanente, entusiasta y desinteresadamente han revisado, 
discutido y hecho sugerencias sobre todos los temas desarrollados. Desde su primera publica- 
ción en Internet en el año 2002, han incrementado notablemente los comentarios y propuestas 
que han ido enriqueciendo el material. También quiero agradecer al profesor José Restrepo por 
su invaluable ayuda con la edición del libro en IXIFXy al profesor Alexander Bueno por el gran 


apoyo que me ofreció en todo momento. 


Prof. José Manuel Aller 


Valle de Sartenejas, 2007 
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Parte I 


Fundamentos generales de las maquinas 
eléctricas 


CAPÍTULO I 


Conversion de energia eléctrica 


En la historia del desarrollo de la humanidad se han buscado muchas fuentes de energia para mo- 
vilizarse, construir viviendas, arar, segar, procesar los alimentos e iluminar. Hombres y bestias 
fueron las primeras fuentes de energia, incluso la esclavitud fue ampliamente justificada durante 
milenios con esta finalidad. La leña y el carbón desempeñaron un papel protagónico durante la 
revolución industrial, con la invención de la máquina de vapor. El desarrollo de la electricidad a 
finales del siglo XIX permitió el desarrollo de la industria moderna y requirió la conversión de 
diversas fuentes de energía en energía eléctrica y viceversa. En la actualidad el desarrollo de la 
electrónica y en especial de la electrónica de potencia, permite el control efectivo y eficiente de 
los procesos de conversión de energía eléctrica. 


En este capítulo analizaremos los conceptos fundamentales involucrados en la conversión de 
energía, los principios básicos que permiten la conversión electromecánica de energía y las téc- 
nicas matemáticas para analizar el comportamiento de los convertidores electromecánicos de 
energía. 


1.1 CONCEPTOS BÁSICOS 


La energía es uno de los conceptos más importantes en el estudio de las máquinas eléctricas. 
La energía es la capacidad de realizar un trabajo. La energía se presenta en la naturaleza en 
diferentes formas. El objetivo de las máquinas eléctricas consiste en convertir la energía de una 
forma en otra. 


En la tabla 1.1 se presenta un resumen de las densidades de energía que pueden ser almacenadas 
en diversos procesos físicos. 


Se puede observar que los sistemas eléctricos y magnéticos no son buenos acumuladores de 
energía porque las máximas densidades de energía que se pueden obtener con los materiales 


15 


Capitulo I Conversion de energia eléctrica 


1. Gravitacion (100m) 0,0098 MJ/kg 
2. Energia Cinética (5.000rpm) 0,053 MJ/kg 
3. Campo Magnético (2Wb/m) 0,0016 MJ/litro 
4. Campo Eléctrico (6,5 MV /m) 0,006 MJ/litro 
5. Batería de plomo ácido Pb + 20 — PbO» 0,16 MJ/kg 
6. Calor de reacción del combustible fósil 44 MJ/kg 
7. Calor de combinación H +H — Hp 216 MJ/kg 
8. Energia de lonización 990 MJ/kmol 
9.  Fisión U?” 83.000 MJ/kg 
10. Fusión Deuterio+Tritio— He+17,6MeV 340.000 MJ/kg 


Tabla 1.1 Densidades de energía que pueden ser almacenadas en diversos procesos físicos 


existentes en la actualidad, son relativamente pequeñas al compararse con la energía por unidad 
de peso que puede ser almacenada en una batería o en los combustibles fósiles. Por esta razón 
es necesario realizar la conversión electromecánica de la energía para obtener energía eléctrica 
en grandes cantidades. La conversión electromecánica de energía permite transmitir, consumir, 
modificar o transformar la energía electromagnética de una forma en otra, pero no es posible 
almacenarla en grandes cantidades!. 


El segundo concepto físico importante en los fenómenos de conversión de energía es la fuerza. 
La fuerza se manifiesta en un sistema físico mediante la presencia de interacciones entre la 
materia. Aun cuando parece que las fuerzas pueden ser de muy diferentes formas y tipos, se 
conocen en la actualidad sólo cuatro fuerzas: 


Interacciones gravitacionales entre masas (gravitones) 
Interacciones eléctricas entre las cargas (electrón-protón-fotón) 


Interacciones nucleares débiles (bosones intermedios) 


oe E 


Interacciones nucleares fuertes (protón-neutrón-pión) 


Si se asocia a las fuerzas nucleares fuertes de cohesión protón-protón por intercambio de piones 
entre protones y neutrones el valor unitario, las interacciones nucleares débiles de las partículas 
nucleares con rareza se encuentran en el orden de 107**. Las fuerzas gravitacionales se en- 
cuentran, en la misma base de comparación, en el orden de 10737. Las fuerzas de atracción y 
repulsión de cargas eléctricas por intercambio de fotones están en el rango de 107. 


El tercer concepto básico es el de campo. La palabra campo posee la interpretación geométrica 
de extensión, superficie o espacio. Sin embargo, en física el concepto de campo consiste en la 
descripción del espacio donde se produce algún tipo de fuerza. El campo gravitatorio es la zona 
del espacio donde una masa ejerce su influencia atrayendo a otras masas. El campo eléctrico 
se define exactamente igual, pero considerando las interacciones entre las cargas eléctricas. El 
campo magnético se define a través de las fuerzas entre dipolos magnéticos. La medición de 
un campo se realiza colocando en un punto del espacio una partícula de prueba (masa, carga o 


l Existen algunas excepciones como pueden ser los voltímetros electrostáticos y ciertos sensores de posición que 


utilizan el campo eléctrico en el proceso de conversión de energía. 
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I.1 Conceptos básicos 


dipolo magnético) y se mide la fuerza ejercida sobre ella. El cociente entre la fuerza en dicho 
punto y la magnitud de interés de la partícula es la intensidad del campo en el punto. Por ejemplo, 
si en un punto en la superficie de la tierra se mide la fuerza de atracción gravitatoria sobre la 
masa de prueba m, el dinamómetro indicará F = mg, donde g es la aceleración de gravedad en 
el punto donde se realiza la medida, y su dirección apunta hacia el centro de la tierra. El campo 
gravitatorio es el cociente entre la fuerza y la masa. En otras palabras la aceleración de gravedad 
en cada punto determina el valor de la intensidad del campo gravitatorio. De igual forma, el 
campo eléctrico es el cociente entre la fuerza eléctrica sobre una partícula cargada, y el valor de 
la carga de esa partícula E = E : 


Para el fenómeno eléctrico se plantea una ecuación de equilibrio de fuerzas en función del campo 
eléctrico E y el campo magnético B de un sistema dado. Esta ecuación de equilibrio se conoce 
como relación de Lorenz: 


F=q(E+vxB) (1.1) 
Donde: 
F es el vector de la fuerza resultante sobre la partícula cargada 
q es la carga eléctrica de la partícula 
E es el vector intensidad del campo eléctrico 
v es el vector velocidad 
B es el vector densidad de campo magnético 


E, => E, 
E, 


Figura 1.1 Carga eléctrica en un campo eléctrico 


En la ecuación 1.1 todas las cantidades vectoriales deben estar referidas a un sistema de re- 
ferencia único. Además, el campo eléctrico E y el campo magnético B deben ser producidos 
externamente a la carga q. Para que ocurra una interacción electromagnética sobre la carga q 
es necesaria la existencia de otras cargas. La figura 1.1 ilustra esta idea. En el punto que ocupa 
la carga q, el campo eléctrico E, se debe a las otras cargas presentes en el sistema y no a sí 
misma. En estas condiciones existe una interacción eléctrica entre la carga puntual q y el campo 
eléctrico Ey producido por las cargas distribuidas en las dos placas. 
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Capitulo I Conversion de energia eléctrica 


En un convertidor electromagnético de energía es necesario analizar el mecanismo de creación 
de campo eléctrico E y magnético B. Para este fin se recurre a las ecuaciones de Maxwell y a las 
condiciones de contorno impuestas por el equipo. 


Para determinar la solución del campo electromagnético, se parte de las siguientes premisas: 


1. Las partículas eléctricas q se desplazan en campos eléctricos E y magnéticos B. 


2. Estos campos son producidos externamente a las cargas, por otras partículas cargadas. 


Con las premisas anteriores, las leyes de Maxwell expresadas en su forma diferencial para un 
punto cualquiera del espacio son: 


OB 
VxE=-==3, (1.2) 

oD 
VxH=J+—— (1.3) 
V-E=p (1.4) 
V-B=0 (1.5) 


Y las relaciones constitutivas debidas al medio material: 


B= uH (1.6) 
D=cE (1.7) 
J=oE (1.8) 


Donde u, € y o pueden ser tensores que dependen del tipo de material y orientación, pero que 
en los casos más simples son cantidades escalares. 


Las ecuaciones 1.2 a 1.5 se pueden escribir en forma integral: 


fra= E [Bas (1.9) 
fuas [3.0542 [oas (1.10) 
fp-as= f py-dv (1.11) 

f B-ads=0 (1.12) 
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I.1 Conceptos básicos 


En general, cuando se analizan casos prácticos de los convertidores electromecánicos de ener- 
gía, la variación de la densidad del campo eléctrico B con respecto al tiempo es despreciable 
comparada con la densidad de corriente J. Este término representa las corrientes capacitivas 
debidas a las variaciones del campo eléctrico y se conoce como corrientes de desplazamiento. 
Las corrientes de desplazamiento son importantes cuando el campo eléctrico es muy intenso? o 
cuando su variación es muy rápida?. Ninguna de estas condiciones es frecuente en las máquinas 


eléctricas convencionales en condiciones normales de operación. 


Para resolver las ecuaciones de Maxwell en un problema concreto, se define a las corrientes 
como las variables independientes. A partir de ellas se calcula el campo magnético B con las 
ecuaciones 1.3 y 1.5, el campo eléctrico E de la ecuación 1.2 y las fuerzas electromotrices por 
integración lineal del campo eléctrico en la trayectoria de interés. Las condiciones de contorno 
del sistema físico relacionan las fuerzas electromotrices con las corrientes que han sido previa- 
mente consideradas como variables independientes. Este proceso de cálculo se utilizará en el 
próximo capítulo para obtener el modelo de un sistema electromecánico simple, pero es total- 
mente general. La ecuación 1.4 no se utiliza en este análisis ya que se supone que en el medio 
no se encuentran disponibles cargas libres, es decir la densidad de carga p es cero. 


A m 
A 
Sistema I > Sistema II 
E, =E +v xB, 
conductor conductor 
=> y 
> y 


Figura 1.2 Efecto del cambio del sistema de referencia sobre el campo eléctrico 


En la figura 1.2 se ilustra un par de conductores idénticos. El primero se desplaza a una velo- 
cidad v diferente de cero, en la presencia de los campos E; y Bı. En el segundo conductor el 
observador se mueve a la misma velocidad v y considera por esta razón que el conductor está en 
reposo. En esta condición el observador detecta el campo E). 


Si se introduce una partícula en cada uno de los conductores anteriores cuya carga es q1, en el 
primer sistema la fuerza sobre la partícula, de acuerdo con la relación de Lorenz 1.1, es: 


Fi; =q (E1 +v x B1) (1.13) 
Si la velocidad es constante, las fuerza F es nula y de la ecuación 1.13 se deduce: 
E; = —v x By (1.14) 


2 Alta tensión. 
3 Alta frecuencia. 
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Capitulo I Conversión de energía eléctrica 


aplicada 


J 


inducida 


Figura 1.3 Conductor en movimiento en presencia de campos eléctricos y magnéticos 


En el sistema II, como la velocidad relativa es cero, el observador sólo puede atribuir la fuerza 
actuante sobre la partícula qı al campo eléctrico E): 


E, = 
qı 


(1.15) 
Como los conductores son idénticos en los dos sistemas, a excepción de su sistema de referencia, 
se puede establecer la transformación de Lorenz mediante las expresiones 1.13 y 1.15, debido a 
que F; = F»: 


FE, = E1 +v x By (1.16) 


La ecuación 1.16 permite calcular el campo eléctrico equivalente de un sistema de referencia so- 
lidario a los conductores del convertidor electromecánico de energía, conociendo vectorialmente 
el campo eléctrico y el campo magnético, del sistema fijo y externo al conductor. 


En la figura 1.3 se ha esquematizado un segmento conductor al cual se le aplica entre sus ex- 
tremos el campo eléctrico E..El circuito se encuentra inmerso en un campo magnético uniforme 
B. La densidad de corriente J que circula por el conductor depende de la superposición de los 
campos eléctricos aplicados sobre él y de la conductividad o del material, según la relación 
constitutiva 1.8, también conocida como ley de Ohm: 


J=0E=0 (Eaplicada == Einducida) (1.17) 


El campo eléctrico producido por el movimiento del conductor a la velocidad v en un campo 
magnético B se calcula según la ecuación 1.14, y por lo tanto la expresión 1.17 queda: 


J = OE = 6 (Eapticada — V X B) (1.18) 


La expresión anterior determina la densidad de corriente J por el conductor. Una vez conocida 
la densidad de corriente se puede evaluar el campo eléctrico o magnético en cualquier punto del 
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I.2 Convertidor electromecánico elemental 


e=f E-dl 


7 dl E=vxB + 


x=0 conductor 


Figura 1.4 Convertidor electromagnético elemental 


espacio utilizando las ecuaciones de Maxwell 1.2 a 1.5. Conocidos los campos se pueden evaluar 
las fuerzas sobre cualquier partícula eléctrica cargada o sobre cualquier dipolo magnético. De 
esta forma queda resuelto el problema de la conversión electromecánica de la energía. 


I.2 CONVERTIDOR ELECTROMECÁNICO ELEMENTAL 


En general las máquinas eléctricas tienen por finalidad transformar la energía mecánica en ener- 
gía eléctrica y viceversa. Cuando la conversión es de energía mecánica en energía eléctrica se 
dice que la máquina está funcionando como generador y en el caso contrario opera como motor. 
Tal vez la máquina eléctrica más simple es la que se representa en la figura 1.4. Este dispositi- 
vo es un convertidor electromagnético elemental y está constituido solamente por un conductor 
rectilíneo, moviéndose ortogonalmente a un campo magnético uniforme. 


En la figura 1.4, el conductor longitudinal se mueve en el interior de un campo magnético B: 


es el vector intensidad de campo eléctrico 
es la fuerza electromotriz 

es el vector densidad de campo magnético 
es el vector velocidad del conductor lineal 


< BS & 


Las variables anteriores se relacionan a partir de la ecuación 1.13, considerando que no existe 
campo eléctrico externo: 


E=vxB (1.19) 


Si en la ecuación 1.19, se supone que el campo magnético B es uniforme en todos los puntos del 
conductor y la velocidad v es constante, la fuerza electromotriz e de todo el conductor es: 


1 
e= | Eal (1.20) 
0 


Si al conductor anterior se le conecta una resistencia entre sus extremos, circularán cargas por 
el conductor y se producirá una corriente de valor: 
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Capitulo I Conversión de energía eléctrica 


x=0 conductor 


Figura 1.5 Corriente circulando por un conductor 


e 
i=- 1.21 
R (1.21) 
En el conductor de la figura 1.5 se produce una fuerza F., que se opone al movimiento. Esta 
fuerza puede calcularse a partir de la relación de Lorenz 1.1, expresada como función de la 
corriente 7 por el conductor: 


F. =/-1xB (1.22) 


La fuerza calculada en la expresión anterior muestra que el sistema se opone a la extracción 
de energía. Para obtener la energía, es necesario forzar el movimiento del conductor. Si no 
actúa ninguna otra fuerza que mantenga el movimiento, y si la velocidad es diferente de cero, 
el sistema tendrá un movimiento retardado de aceleración negativa. El conductor convertirá la 
energía que estaba inicialmente almacenada en su masa, en pérdidas en la resistencia R del 
circuito externo. En estas condiciones, la velocidad decae exponencialmente a cero. 


Para mantener una velocidad constante en el conductor de la figura 1.5, es necesario aplicar una 
fuerza externa al conductor que se oponga a F.. Esta fuerza es de origen mecánico y se denomina 
Fm. En la figura 1.5 se observa el equilibrio de fuerzas necesario para mantener constante la 
velocidad v del conductor. 


El sistema mecánico entrega potencia al sistema eléctrico para mantener la velocidad v, la po- 
tencia mecánica instantánea entregada por el sistema externo se calcula mediante la relación 
siguiente: 


P=YEj "Y (1,23) 


y la potencia eléctrica instantánea en el conductor es: 


P.=e-i (1.24) 
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I.2 Convertidor electromecánico elemental 


conductor 


Figura 1.6 Conductor alimentado por una fuente de tensión V 


Si se realiza un balance de potencia, considerando que las cantidades vectoriales son ortogonales 
entre sí, se obtiene el siguiente resultado: 


Pan =F p v =F- v=i-B-v- Rage -l=i-e=<@ (1.25) 


La ecuación 1.25 demuestra que la conversión de energía mecánica en energía eléctrica ha sido 
completa. En el proceso no hay pérdidas debido a que la potencia disipada en la resistencia del 
circuito es externa a la máquina. 


Añadiendo una fuente de tensión al conductor anterior con el conductor inicialmente en reposo, 
tal como se ilustra en la figura 1.6, la fuente de tensión V hace circular una corriente i por 
el circuito. Esta corriente produce, según la ecuación 1.22 una fuerza eléctrica F,. Si no actúa 
ninguna otra fuerza sobre el conductor, este comienza a moverse con aceleración. 


Cuando el conductor se mueve en un campo magnético, se origina a su vez un campo eléctrico 
E. Como se puede apreciar en la figura 1.6, la fuente de tensión produce una corriente que se 
opone al campo eléctrico E inducido por el movimiento. La corriente se puede calcular como: 


V-—e 
R 


i= (1.26) 
De esta forma, en la medida que aumenta la fuerza electromotriz e inducida por el movimiento 
del conductor, disminuye la corriente en el circuito. Al decrecer la corriente, se reduce la fuerza 
eléctrica sobre el conductor. El proceso continúa hasta que la fuerza eléctrica F, se hace cero. En 
esta condición la tensión aplicada por la batería V es igual a la fuerza electromotriz e, inducida 
por el movimiento del conductor en el campo magnético y la corriente i se anula. 


La velocidad del conductor en que la fuerza eléctrica es cero, debido al equilibrio entre la ten- 
sión aplicada y la fuerza electromotriz inducida por el movimiento, se define como velocidad 
sincrónica del conductor. En esta situación: 


e=V =l-4 B (1.27) 
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Capitulo I Conversion de energia eléctrica 


Donde v, es la velocidad sincrónica y se calcula de la expresión anterior como: 


V 
Vs 


s=-5 (1.28) 


Una vez que el conductor alcanza la velocidad sincrónica (V = e; i = 0), si se aplica una fuerza 
resistente al conductor, el sistema comienza a retardarse y la fuerza electromotriz inducida e 
disminuye, aumenta la corriente en el conductor debido a que la tensión V de la batería supera 
a la fuerza electromotriz e. La aceleración o retardo del sistema se puede calcular aplicando 
convenientemente la segunda ley de Newton: 


dv 1 Fe +En 
E y fas 1.29 
seg MÈ M p- 
Donde: 
LF es la sumatoria de fuerzas aplicadas 
F, es la fuerza eléctrica sobre el conductor 
Fin es la fuerza mecánica resistente 


es la masa del conductor 


Cuando la fuerza mecánica F„ equilibra a la fuerza eléctrica F., la aceleración es cero y en ese 
instante se cumple que: 


V — Bil. 
Fn =F, = 8 Ta. (E) (1.30) 
De la ecuación 1.30 se obtiene la velocidad de operación vo en función de la fuerza mecánica 


resistente: 


V = Es: R 


2 Bl 1.31 
vo Bl (1.31) 


La velocidad vp corresponde a la operación de la máquina cuando las fuerzas eléctricas y mecá- 
nicas sobre el conductor están en equilibrio. Si en este momento se elimina la fuerza resistente 
Fm, el conductor se acelera en la dirección de la fuerza eléctrica F, hasta alcanzar nuevamente 
la velocidad sincrónica. 


La exposición anterior permite resumir en seis ecuaciones los principios que rigen la conversión 
electromecánica de energía: 


E=vxB (1.32) 
f=ixB (1.33) 
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I.3 Curvas características 


l 
e= | E-d=E-1=v-B-1 (1.34) 
l 
F=f f-dl=f-l=i-B-l (1.35) 
V—e 
= LL 
(1.36) 


dv 1 F.+F,, 

AP A E 1.37 

dt M ° M a 
En el sistema de ecuaciones representado por las expresiones 1.32 a 1.37 se destacan los siguien- 
tes puntos: 


1. La ecuación 1.34 calcula una variable eléctrica (e) en función de una variable mecánica 
(v) y el campo (B). 


2. La ecuación 1.35 determina una variable mecánica (F) en función de una variable eléctrica 
(i) y el campo (B). 


3. Las expresiones 1.34 y 1.35 dependen del conductor y del campo en el cual está inmerso, 
por esta razón se denominan las ecuaciones internas del convertidor electromecánico. 


4. Las ecuaciones 1.36 y 1.37 representan las relaciones entre el conductor -máquina eléctri- 
ca- y el resto del universo, Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de ligazón, ecua- 
ciones de borde, ecuaciones de contorno © ecuaciones de frontera. 


1.3 CURVAS CARACTERÍSTICAS 


Para representar la curva característica de la fuerza eléctrica sobre el conductor en función de 
la velocidad, se puede utilizar la ecuación 1.30: 


V-e V-B-l (B-1? 

F. = B-1=( R )2-1= R R v (1.38) 
La ecuación 1.38 representa la fuerza eléctrica F, como una recta en función de la velocidad v 
del conductor. Cuando el conductor se encuentra en reposo (v = 0), la fuerza eléctrica es igual 
al término independiente en velocidad. Si la fuerza eléctrica es cero, la velocidad corresponde 
a la velocidad sincrónica de la máquina. Si se opone una fuerza constante de valor conocido, 
como se observa en la figura 1.7, se determina un punto de equilibrio vp en la intersección de 
las características eléctrica y mecánica. En este caso vo corresponde a la velocidad en la cual la 
fuerza eléctrica F, equilibra a la fuerza mecánica F,,, y constituye un punto de operación estable 
debido a que cualquier perturbación en la velocidad mecánica del sistema tenderá a ser restituida 
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Capitulo I Conversión de energía eléctrica 


Punto de 
operación 


F =constante 


op y = 


Figura 1.7 Curva característica de la máquina 


a las condiciones previas por las fuerzas actuantes sobre el conductor. Esta intersección es un 
punto de operación de régimen permanente para la máquina. 


En la figura 1.7 se han marcado dos zonas (1) y (2). En-la zona (1), si la máquina arranca 
en contra de una fuerza mecánica resistente constante, se acelera hasta alcanzar el punto de 
Operación permanente o punto de equilibrio vo —interseccién de las características. Esto ocurre 
debido a que esta zona de operación, la fuerza eléctrica F,, siempre es superior a la fuerza 
mecánica F. 


Si el sistema se encuentra originalmente en vacío, es decir, operando a velocidad sincrónica, sin 
carga mecánica y repentinamente se añade una fuerza mecánica resistente, la fuerza eléctrica es 
inferior a la mecánica y ocurre un proceso de retardo en la zona (2) de la figura 1.7. La velocidad 
disminuye desde la sincrónica hasta la velocidad de operación vy en el punto de equilibrio. 


La fuerza mecánica F,, depende en general, para un accionamiento físico, de la velocidad del 
conductor. En la figura 1.8 se muestra la curva característica de la máquina eléctrica anterior, 
pero sometida a una fuerza mecánica dependiente de la velocidad. 


En este caso, al igual que en el anterior, vp es un punto de equilibrio estable ya que si se aumenta 
un diferencial la velocidad del conductor por encima de vo, se origina una fuerza retardadora que 
hace regresar el conductor a la anterior condición de operación. Por el contrario, si la velocidad 
del conductor disminuye en un diferencial, se produce una fuerza acelerante que incrementa la 
velocidad del conductor hasta alcanzar el punto de equilibrio en vo. 


Al producirse un cambio en la tensión de la batería que alimenta al convertidor, la velocidad 
sincrónica de la máquina también varía, debido a que esta velocidad se determina cuando existe 
equilibrio entre la tensión de la batería y la fuerza electromotriz inducida en el conductor. En 
la figura 1.8 es posible definir una familia de curvas de acuerdo a como se varíe la tensión de 
la fuente. Mediante la variación de la tensión de la batería se puede controlar la velocidad de 
operación de la máquina. 
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Punto de 
operación 


F 


m 


Fuerza 
retardadora 


op yp =— 


Figura 1.8 Fuerza mecánica variable con la velocidad 


Pa 
V-Bl V> V,> V> V,>V, 
V; Puntos de 
V operacion 
Zn 
y í 
14 
y 1 
Von, Vop, Vop, Vop, Ops v= Y 
* Bl 


Figura 1.9 Efecto de la variación de la tensión de alimentación 
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V-B:] B,>B, 


Puntos de 
operación 


Figura 1.10 Efecto de la variación del campo B del convertidor 


También se puede controlar la máquina elemental variando la densidad de flujo magnético B. La 
variación del campo produce un cambio en la pendiente de la curva característica de la máquina, 
ya que como se observa en la ecuación 1.38, esta variación altera la pendiente de la característica 
de forma cuadrática y el punto de corte en el eje de la fuerza —(v = 0)-, de forma lineal. En la 
figura 1.10 se ilustra esta situación y como es posible cambiar el punto de operación de la 
máquina mediante variaciones del campo magnético B. 


De los dos métodos analizados para controlar el punto de operación de la máquina, la varia- 
ción del campo magnético tiene un inconveniente. Cuando el campo se reduce demasiado, la 
velocidad sincrónica aumenta considerablemente y se puede producir un fenómeno denominado 
embalamiento. El embalamiento es una aceleración súbita debida a la pérdida del campo en una 
máquina eléctrica sin carga. Si la velocidad sube a niveles peligrosos, puede ocurrir deterioro de 
la máquina por fallas eléctricas y mecánicas. En las máquinas eléctricas rotativas este problema 
es muy grave como se observa del siguiente ejemplo: 


Una máquina de 3.600 rpm con un radio de 50 cm gira a una velocidad angular 
de: 


== E 
f S 


La aceleración centrípeta que aparece sobre los conductores de la periferia del 
rotor de la máquina se calcula como: 


ac = @°r = 71.061 
S 
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14 Balance energético 


Generador 
(3) 


OP Gen 


Vy =— 


v< 0 Vop FRE Vop MOT V 
* Bl 


Figura 1.11 Modos de operación del convertidor 


Esta aceleración es aproximadamente 7.252 veces superior a la de gravedad, por 
lo tanto sobre cada gramo de material en la periferia aparece una fuerza de 7kg 
tratando de mover el material conductor de sus ranuras. Como la aceleración varía 
con el cuadrado de la velocidad angular, si se duplica la velocidad angular, la 
aceleración aumenta 4 veces. 


1.4 BALANCE ENERGÉTICO 


En el balance de potencias desarrollado en la ecuación 1.25 se llegó a la conclusión de que todo 
el proceso es conservativo sobre la base de que la potencia eléctrica desarrollada por la máquina 
es igual a la potencia mecánica entregada por el sistema externo. 


En general, todas las máquinas eléctricas son reversibles y su funcionamiento depende del sen- 
tido en que se transmite la potencia. Si la energía fluye del sistema eléctrico al mecánico, la 
maquina funciona como motor. Si el flujo de energía es del sistema mecánico al eléctrico, el 
convertidor es un generador. Cuando el sistema eléctrico y mecánico inyectan energía a la má- 
quina, y esta energía se consume totalmente como pérdidas internas, esta condición se denomina 
freno. La máquina se puede alimentar indistintamente con energía eléctrica o con energía mecá- 
nica. En la figura 1.11 se presenta un gráfico de la característica fuerza-velocidad de la máquina 
analizada anteriormente, con los diferentes modos de operación factibles para este convertidor. 
En la figura 1.12 se muestra un esquema donde se realiza el balance energético de la máquina 
en las tres condiciones de operación posibles: motor, generador y freno. 


En la zona (1), la velocidad del conductor es menor que la velocidad sincrónica, la fuerza elec- 
tromotriz inducida es menor que la tensión aplicada externamente y la corriente tiene signo 
contrario a la fuerza electromotriz. En estas condiciones el conductor se desplaza en el mismo 
sentido de la fuerza eléctrica, es decir, esta fuerza realiza trabajo positivo y por lo tanto se está 
transformando energía eléctrica en mecánica. La máquina está actuando como un motor. En esta 
zona se satisfacen las siguientes condiciones: 
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P P P 


e e e 


4% 


Generador RY 


2 as 
pérdidas c pérdidas 


P Ñ 
Pin 


Figura 1.12 Balance de potencia en los diversos modos de operación 


pérdidas 


ON 
V AV 
o<< o 


En la zona (2), la velocidad del conductor es mayor que la velocidad sincrónica y la fuerza 
electromotriz es mayor que la tensión aplicada, por esta razón la corriente y la fuerza eléctrica 
invierten su sentido. Para encontrar un punto de equilibrio la fuerza mecánica también debe 
invertir su sentido original. La fuerza mecánica ahora está entregando energía y el sistema se 
comporta como un generador. Las condiciones que imperan en esta zona de trabajo son: 


vn A 
NV NV 
o< o 


En la zona (3), tanto la velocidad, como la fuerza electromotriz son negativas. La fuerza mecá- 
nica está aplicada en el mismo sentido de la velocidad —negativa en este caso—, por lo tanto el 
sistema mecánico entrega energía a la máquina. Simultáneamente, la fuente de tensión entrega 
potencia eléctrica a la carga. En esta condición toda la potencia entregada por el sistema mecá- 
nico y por el sistema eléctrico se consume en la resistencia interna del conductor y se produce 
un gran calentamiento de la máquina. Este estado se conoce con el nombre de frenado eléctrico 
y se caracteriza por las siguientes condiciones de operación: 
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SUMARIO 


. La conversión de energía es necesaria para utilizar los diferentes recursos disponibles en la 


naturaleza. El campo magnético permite acumular energía con una densidad mayor que la 
del campo eléctrico, esto ha favorecido el desarrollo de las máquinas eléctricas basadas en 
campo magnético. El campo magnético acumula cantidades muy pequeñas de energía al 
ser comparado con las densidades obtenidas en otros procesos físicos, esto hace necesaria 
la conversión de energía para poder obtener electricidad a partir de estos procesos (Ver 
Tabla 1.1). 


. Energía, fuerza y campo son conceptos físico-matemáticos de gran utilidad en los proce- 


sos que involucran conversión de energía. 


. La ley de Lorenz 1.1, las leyes de Maxwell 1.2 a 1.5 y las relaciones constitutivas de la 


materia 1.6 a 1.8, conforman un marco matemático que permite determinar el comporta- 
miento de los convertidores electromecánicos de energía. 


. El convertidor electromecánico elemental está constituido por un conductor rectilíneo mo- 


viéndose ortogonalmente a una velocidad v en un campo magnético B, en estas condicio- 
nes aparece en cada punto del conductor un campo eléctrico constante de valor E = v x B. 
Cuando este conductor se conecta a un circuito eléctrico externo, se obtiene una máquina 
eléctrica que es capaz de comportarse como motor, generador o freno. 


. El sistema formado por las ecuaciones internas y las relaciones con el exterior del conver- 


tidor, determinan completamente el comportamiento eléctrico y mecánico del convertidor 
electromecánico. Las ecuaciones internas definen la fuerza electromotriz e, y la fuerza 
eléctrica F, sobre el conductor. Las relaciones externas son la ecuación de Kirchoff para 
el sistema eléctrico y la segunda ley de Newton para el sistema mecánico. 


La ecuación característica, permite obtener el punto de operación que está determinado 
por aquella velocidad donde se alcanza el equilibrio entre las fuerzas actuantes. 


EJEMPLOS RESUELTOS 


Ejemplo 1: Conductor moviéndose en un campo uniforme 


En la figura 1.13 se muestra el diagrama esquemático de un convertidor electromecánico de 
energía constituido por una fuente de tensión V = 1,0V y un conductor de masa M = 0,1 kg, que 
se mueve ortogonalmente hacia un campo magnético uniforme B = 1,07. La resistencia de los 
conductores está distribuida y depende de la longitud del camino que conecta la fuente con el 
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10m 


x > B=1.0T 


Figura 1.13 Conductor moviéndose en un campo uniforme 


conductor móvil (R = 1 + 2xQ). Al movimiento del conductor se opone una fuerza mecánica 
Fm =1,0N . En estas condiciones determine: 


1. Las ecuaciones diferenciales completas que rigen el comportamiento del convertidor elec- 
tromecánico. 


2. La trayectoria descrita por el conductor móvil, si en el instante inicial £ = 0, la posición 
de este elemento es x(0) = 1,0m y parte de la condición de reposo?. 


3. La trayectoria del conductor utilizando métodos analíticos de solución suponiendo que 
ahora la resistencia es concentrada y de valor constante? 5Q. 


Solución: 


6 


1.- Es necesario determinar tanto las ecuaciones internas”, como las relaciones con el mundo 


externo”. Las ecuaciones internas del convertidor son: 
l 
e= | B:di=v:B-1 (1.39) 
0 


l 
Foo fo iie (1.40) 
0 


Las ecuaciones que relacionan al convertidor electromecánico con el mundo externo son: 


(1.41) 


E. — F„ = Mä (1.42) 


Debido a la no-linealidad existente en el modelo matemático del convertidor utilice un programa para resolver 
numéricamente este problema. 
Las condiciones iniciales coinciden con las indicadas en el punto 2 de este problema. 
Fuerza electromotriz y fuerza eléctrica. 
Ecuación de la malla y segunda ley de Newton. 
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Sustituyendo las ecuaciones internas 1.39 y 1.40 en las relaciones con el mundo externo 1.41 y 
1.42 se obtiene: 


V—v-B-] 
i = —— 1.43 
Fo— Fn =i-B-1—Fn = Ma (1.44) 


Reemplazando el resultado de la expresión 1.43 en la ecuación 1.44 se obtiene la ecuación 
diferencial que determina el comportamiento dinámico del conductor móvil: 


V—v-B-l V-B-1=v-(B-1)? 
R(x) R(x) 

2.- La resistencia de los conductores está distribuida y depende de la posición x, la ecuación 

diferencial que define el comportamiento dinámico del conductor móvil es: 


Ma= B-¡=F,= (1.45) 


_V-B-1=%-(B:1)* x(0) = 1,0m 


Mx Fm =E . na 
(jo °° su — 0,07 


(1.46) 


Para resolver el problema planteado en la ecuación 1.46 es necesario utilizar un método numéri- 
co debido a la dependencia de la posición en los coeficientes que acompañan a las derivadas de 
esta variable de estado. La ecuación 1.46 se puede descomponer en un sistema de dos ecuaciones 
diferenciales de primer orden: 


. _ 1 /V-Bel—u(B1)? _ 
4_™ Say E) I gis (1.47) 
== x(0) = 0,0 m 


El sistema de ecuaciones planteado en 1.47 puede ser integrado numéricamente. En el listado se 
reproduce un código fuente MATLAB? que permite realizar esta operación. En la figura 1.14 se 
observa el resultado de esta integración, donde se ha representado la posición de la pieza móvil 
en función del tiempo para los datos de este problema: 


En el listado 2 se presenta un programa que resuelve el mismo problema en el entorno de código 
abierto y libre distribución Scilab 3.1.1, que está disponible? para varios sistemas operativos 
entre los cuales se puede destacar Windows®, Linux, MacOS® y Unix®. 


El código incluido en el listado 3 resuelve este ejemplo utilizando el programa Octave!%, entorno 
similar a Matlab, pero cuyo código es abierto y de distribución libre. 


3.- Si la resistencia R no cambia con la posición x, la ecuación diferencial que determina el 
comportamiento dinámico del convertidor es lineal: 

8 Un código parecido puede ser adaptado para resolver el problema utilizando herramientas de licencia libre y 
código abierto como pueden ser Octave y Scilab. 

Las diferentes versiones y distribuciones pueden ser descargadas desde el enlace http://www.scilab.org. 
http://www.octave.org. 
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Algoritmo 1 Rutina para la solución del problema utilizando el entorno MATLAB 


Yoda aK EEEE EEE EE EEE 


% Programa para el cálculo de la trayectoria de un conductor 
% que se mueve en un campo magnético uniforme. Matlab 
(GAA AA AGOGO E EEE EE EE EEE EE EEEE E EEEE E E EEEE E EEE EE EE EEE EE EE E E ak 
global m 1 B Fm V% Traspaso de variables a la función conductor 
% Definición de los parámetros y variables de entrada 
m=0.1; 1=1.0; B=1.0; Fm=.1; V=1; 
% Condiciones iniciales de las variables de estado 
yO=[0 1]; % u(0)= O m/s x(0)=1.0 m 
Ta=0:.001:10; % Definición de tiempos y pasos de integración 
% Integración de las variables de estado por un método Runge-Kutta 
% con paso variable 
[T ,X]=ode23(’? conductor’ ,Ta,y0); 
% Gráfico de las variables de estado 
[AX,H1,H2]=plotyy(T,X(:,1),T,X(:,2)) xlabel(*tiempo (s)’,’FontName’, times’) 
set(get(AX(1),*Ylabel?),*String?,*velocidad u(t) (m/s)’,’FontName’,’times’) 
set(get(AX(2),’Ylabel’),’String’,’posicion x(t) (m)’,’FontName’,’times’) 
set(H2,’LineStyle’,’:?) 
grid 
VR EEE EEEE EEE EEEE E EEEE EE EEE EE EEEE EEE EEE EE EE EEE EE E E E EEEE E E EE E EE E 
% Ecuaciones diferenciales del problema 1 
function pX=conductor(t,X) 
global m 1 B Fm V% Traspaso de variables a la función conductor 
% Conversión de las variables de estado a definiciones nemotécnicas 
u=X (1); x=X(2); 
% Cálculo de las derivadas de las variables de estado 
pu=((V*Bx*1- (Bx1)72x*u) /(1+2*x)-Fm) /m; 
px=u; 
% Asignación de las variables de estado al vector de salida de la función 
pX=[pu;px]; 
Y dll GC a A A Aa A a aK ak a x ok 


0.7 T T T T 4.5 
0.6 F 
0.5f 
£ g 
= o4t = 
F x 
E E 
3 0.37 -2 
E ó 
o A 
> 
0.2 H 
0.1 
0 ae i i i i { 
0 2 4 6 8 10 


tiempo (s) 


Figura 1.14 Velocidad y posición del conductor (solución numérica utilizando Matlab 7.00) 
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Algoritmo 2 Rutina para la solución del problema utilizando el entorno SCILAB 


// Ecuaciones diferenciales del problema 1 programado en el entorno Scilab 


// 
// Definición de la función conductor 
function pX=conductor(t,X) 
global m 1 B Fm V // Traspaso de variables a la función conductor 
// Conversión de las variables de estado a definiciones nemotécnicas 
u=X (1); x=X(2); 
// Cálculo de las derivadas de las variables de estado 
pu=((V*B*1- (Bx1)72*u) / (1+2*x) -Fm) /m; 
px=u; 
// Asignación de las variables de estado al vector de salida de la función 
pX=[pu;px]; 
endfunction 
] DEBRA GGG A GOO A aC AK Ak 
// Programa para el cálculo de la trayectoria de un conductor 
// que se mueve en un campo magnético uniforme. Scilab 3.1.1 
] talla lll idolo lok AK 
global m 1 B Fm V // Traspaso de variables a la función conductor 
// Definición de los parámetros y variables de entrada 
m=0.1; 1=1.0; B=1.0; Fm=.1; V=1; 
// Condiciones iniciales de las variables de estado 
y0=[0;1]; // u(0)= O m/s x(0)=1.0 m 
Ta=0:.001:10; // Definición de tiempos y pasos de integración 
// Integración de las variables de estado por el método Runge-Kutta 
X=ode(y0,0,Ta, conductor); 
// Gráfico de las variables de estado 
subplot (121) 
plot2d(Ta,X(1,:)”,frameflag=6) 
xtitle(*velocidad [m/s]’,’t [s]?,*u(t)?) 
xgrid(2) 
subplot (122) 
plot2d(Ta,X(2,:)”,frameflag=6) 
xtitle(*posicion [m]’,’t [s]?,*x(t)?) 
xgrid(2) 
Ida dad lll lalalala lololotok 
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velocidad [m/s] posición [m] 


0.7 FORA AE E AA 4.5 


0.0. ot toot 0.5¢ 9 1 


t [s] t [s] 


Figura 1.15 Resultados del ejemplo obtenidos en el entorno Scilab-3.0 


L6 Ejemplos resueltos 


Algoritmo 3 Rutina para la solución del problema utilizando el entorno OCTAVE 


HAHAHA 


FECA GCG IG GCI IG IGG ICIS dalla I I kak aI I Ka ak a 1k ak a ok ak ok 
Programa para el cálculo de la trayectoria de un conductor 

que se mueve en un campo magnético uniforme. Octave 

FECA CG EEEE E EEEE EE EEEE IGE IGG IG AIG IGG I IEG I IA I Ia II Ka ak a1 5 ak a ak ak 
global m 1 B Fm V # Traspaso de variables a la función conductor 
Definición de los parámetros y variables de entrada 

m=0.1; 1=1.0; B=1.0; Fm=.1; V=1; 

Condiciones iniciales de las variables de estado 

yO=[0;1]; # u(0)= O m/s x(0)=1.0 m 

Ta=linspace(0,10,200); # Definición de tiempos y pasos de integración 
Integración de las variables de estado por el método Runge-Kutta 
X=1sode(*conductor?,y0,Ta); 

Gráficos de la velocidad y posición 

gset nokey 

gset term postscript color 

plot(Ta,X(:,1)) 

grid(); xlabel(’tiempo [s]’);ylabel(?velocidad [m/s]?”) 

gset output "ej_1_la_octave.ps" 

replot 

plot(Ta,X(:,2)) 

xlabel(*tiempo [s]’);ylabel(’posicion [m/s] ?”) 

gset output "ej_1_1b_octave.ps" 

replot 

FACOG lll E E EEE E EEE E EE EEE EE E EEEE E EE E E EEE lok 
function pX=conductor(X,t) 

global m 1 B Fm V # Traspaso de variables a la función conductor 
Conversión de las variables de estado a definiciones nemotécnicas 
u=X(1); x=X(2); 


Cálculo de las derivadas de las variables de estado 
pu=((V*B*1-(B*1)^2*u)/(1+2*x)-Fm)/m; 

px=u; 

Asignacion de las variables de estado al vector de salida de la funcion 
pX=[pu; px] ; 

endfunction 
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0:7 T T T 


velocidad [m/s] 


tiempo [s] 
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posición [m/s] 


2.5 F 7 


tiempo [s] 


Figura 1.16 Resultados del ejemplo utilizando el entorno Octave 2.1.50 
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x(0) = 1,0m 
ż(0) = 0,07 


s Ba)? VBA 

M — Fn=0 1.48 
ito a * (1.48) 

Sustituyendo los valores de los parámetros M y I, así como de las fuentes V, B y Fn en la 


expresión 1.48, se obtiene: 


x(0) =1,0m 


x(0)=0,02 is 


K+2% = i 


La expresión 1.49 se puede resolver más fácilmente si se sustituye la definición de la velocidad 
ü; 


ú+2u = 1; u(0) = 0,0— (1.50) 


Aplicando la transformada de Laplace, se obtiene el siguiente resultado: 


sU (s) +2U(s) = : (1.51) 
1 1/1 1 


Antitransformando la expresión 1.52 se obtiene la velocidad u(t): 


u(t) = = (1—e>”) £ (1.53) 


La posición se obtiene integrando la solución 1.53: 


x(t) =x(0)+ fumar = +5 (4567-5) (1.54) 


En la figura se puede observar esta solución obtenida numéricamente con el programa anterior. 


Ejemplo 2: Rueda de Faraday 


En la figura 1.18 se muestra el diagrama esquemático de un convertidor electromecánico de 
energía constituido por una rueda metálica cuyos radios conductores unen el eje con la periferia. 
En cada momento uno de los conductores del dispositivo se encuentra en presencia de un campo 
magnético uniforme B = 1T. Entre los extremos del conductor activo se aplica una fuente de 
tensión V = 1V. La resistencia equivalente entre el eje y el punto de contacto periférico es de 
0,10. La longitud de cada uno de los radios es de 1,0 m. La máquina mueve un ventilador cuyo 
par mecánico es proporcional al cuadrado de la velocidad angular T = k@2,. Si el convertidor 
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Figura 1.17 Velocidad y posición del conductor en función del tiempo (solución analítica) 


gira a la velocidad sincrónica del sistema, se obtiene un par mecánico de 0, 1 Nm. Se puede con- 
siderar que el número de radios de la rueda es prácticamente infinito, de tal forma que siempre 
existe un radio bajo el campo magnético uniforme. La masa de la rueda se puede considerar 
distribuida y tiene por valor 0,2 kg. Con estos parámetros determine: 


1. Las ecuaciones diferenciales completas que rigen el comportamiento del convertidor elec- 
tromecánico. 


2. El punto de operación (@m, i) cuando se acopla el ventilador al eje de la rueda. 


3. Determine la velocidad angular y la corriente en función del tiempo, si el dispositivo parte 
del reposo en el instante inicial, en vacío y cargado con el ventilador. 


Solución: 


1.- Al igual que en el ejemplo anterior, en este caso también es necesario determinar las ecuacio- 
nes internas y las relaciones con el mundo externo. Como el movimiento de los conductores es 
circular, el análisis dinámico se realiza sobre el balance de par sobre el eje mecánico del dispo- 
sitivo. Para comprender el problema es necesario analizar en detalle el diagrama del conductor 
activo en un instante determinado. En la figura 1.19 se han representado esquemáticamente las 
consideraciones fundamentales. 


En la figura 1.19 se puede observar que a la distancia r del eje de giro, el módulo de la velocidad 
de giro es u = (yr, y el vector sale del plano del papel. Con esa velocidad y el campo B se 
obtiene en ese mismo punto el campo eléctrico E. La circulación de la corriente i(t) por todo el 


40 


L6 Ejemplos resueltos 


V=10V B=1.0T 


conductor activo 


contacto deslizante 


Figura 1.18 Diagrama esquemático de la rueda de Faraday 


u=0 


1 T —Eje de giro 


contacto deslizante 


Figura 1.19 Diagrama esquemático del conductor activo 
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conductor produce en cada punto del mismo un diferencial de fuerza eléctrica dF, = i x Bdr, y 
un diferencial de par eléctrico dTe = r x dF.. Con las consideraciones anteriores, las ecuaciones 
internas del convertidor son: 


l l l 1 l l 

e= [Ear f uxB-dr= | onrBdr= Somer = —0mBP (1.55) 
0 0 0 2 o 2 
l l l 1 l i 

r= f an= f rxaRe= f rxixB-dr= 518? = -iB (1.56) 
0 0 0 2 yz 


Las ecuaciones externas del convertidor son: 


V=Ri+e (1.57) 


Te — Tm = JÓm (1.58) 
La inercia de una masa distribuida en una rueda es 5M 1”. Sustituyendo los resultados de las 
expresiones 1.55 a 1.57 en la ecuación diferencial 1.58 se obtiene la ecuación diferencial que 
determina el comportamiento dinámico del convertidor analizado: 


1 [V — i 0mB?? 
a E (1.59) 


Reagrupando los términos en velocidad angular de la ecuación diferencial 1.59 se obtiene: 


Jóh a +ko? QA 
Ya YA m "SOR 


(1.60) 
Para determinar el valor del coeficiente k del ventilador es necesario calcular la expresión de 
la velocidad sincrónica en función de los parámetros y variables conocidas, porque un dato del 
problema es que a la velocidad sincrónica del sistema, el ventilador requiere 0,1 Nm de par 
mecánico. Para determinar la velocidad sincrónica es necesario eliminar de la expresión 1.60 
la contribución del par mecánico?! y considerar el punto de equilibrio en régimen permanente 
POm = 0, así se obtendría: 


Ons = — = 2,0 — (1.61) 
S 


Como se conoce que a esta velocidad el ventilador requiere del par mecánico se puede determi- 
nar el coeficiente k de la bomba: 


(1.62) 


11 Condición de vacío kw? = 0. 
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En valores numéricos la ecuación diferencial 1.60 quedaría de la forma siguiente: 


Om +250m +2,500? q = 50 (1.63) 


Para poder resolver la ecuación diferencial 1.63 y obtener el comportamiento dinámico del con- 
vertidor es necesario incluir la condición inicial del problema 0, (0) = Ono. 


2.- El punto de operación se determina directamente de la solución de régimen permanente de 
la ecuación diferencial 1.63, de esta forma: 


1,708 rad 


, e” = me 
2,50% +250m —50=0 > On e $ 


La solución negativa no se considera en este caso, debido a que el ventilador se utiliza para 
impulsar aire y para esto debe girar en sentido positivo. Cuando la velocidad angular de la 
máquina es conocida se puede determinar la corriente de operación: 


V=e V-30nB-2  10—31,708:1: 1? 


'= R R 0,1 


= 1,459A 

3.- Si el convertidor se encuentra en vacío, la ecuación diferencial que determina el comporta- 
miento del sistema es lineal. En la parte 1 de este problema fue determinada la velocidad angular 
sincrónica @ms = 2,0 rad que corresponde en este caso de excitación constante a una solución 
particular de la ecuación diferencial. Es necesario superponer la solución homogénea y determi- 
nar a partir de las condiciones iniciales, el coeficiente indeterminado correspondiente. De esta 
forma, la solución homogénea es: 


On +250n =0> Op, = Ae” 


Y la solución general es: 


d 
Om(t) = OM, mp (1) — Ae 2 PE aad 


Recordando que el sistema parte del reposo, se obtiene la siguiente solución en la condición de 
vacío: 


d 
Om(t) =2,0 (1-6) — 


Cuando el ventilador está acoplado al convertidor, la solución analítica es posible, sin embargo 
la solución numérica puede ser útil en este caso. Un algoritmo semejante al utilizado en el 
ejemplo N.° 1 puede ser adaptado para resolver este nuevo problema. La función que calcula las 
derivadas debería ser programada con la siguiente ecuación: 


Om = 50 — 250m — 2,50? m 


En la figura 1.20 se han representado las dos soluciones de este problema, en vacío y en carga. 
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Figura 1.20 Gráfico de la respuesta dinámica del convertidor en las dos condiciones de opera- 
ción, vacío y cargado con el ventilador. 


I.7 EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Repetir el ejemplo N.° 1 con las siguientes variantes: 


a) Considerando que la fuerza mecánica es constante de valor 0,1N. 
b) Cambiando la tensión de la fuente V = 41, 0, 5; 2} V. 


c) Asumiendo la densidad de campo magnético B = {7,5,3,3}T. 


2. Repetir el ejemplo N.° 1 suponiendo que la fuente de voltaje es variable en el tiempo 
v(t)= V2Vsenat, donde: o = 5 3, 1) rad, 


3. Repetir el ejemplo N.° 1 suponiendo que el conductor se desplaza inclinado en el ángulo 
a, tal como se ilustra en la figura 1.21. La resistencia del elemento móvil es proporcional 
a su longitud medida entre los puntos de contacto con los conductores riel. 


4. Repetir el ejemplo N.° 2 con las siguientes variantes: 


a) Considerando que la carga mecánica es constante de valor 0, 1 Nm. 
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17 Ejercicios propuestos 


i(t) > q M=O1ks co =|17/6, 1/4, 10/3} 
A 


1.0m 


Se > B=1.0T 


Figura 1.21 Diagrama esquemático del ejercicio N.° 3 


b) Cambiando la tensión de la fuente V = {—1,0,5,2}. 


c) Asumiendo la densidad de campo magnético B = {4 3, > >) Fr. 


5. Repetir el ejemplo N.° 2 suponiendo que la fuente de voltaje es variable en el tiempo 
v(t) = V2Vsenot, donde: @ = ES >, 1) ad, 


6. Repetir el ejemplo N.° 2 suponiendo que el campo magnético aumenta linealmente desde 
el centro de la rueda hacia la periferia, siendo 0,57 en el eje y 1,07 en el otro extremo. 


7. Un conductor semicircular de radio 0,5m rota en un campo magnético que varía sinusoi- 
dalmente en el tiempo a una frecuencia de 100 Az. El conductor tiene una resistencia de 
2.42 y está alimentado por una fuente de corriente alterna de 10 V y de la misma frecuencia. 
Si se desprecia la inductancia del conductor, y se considera operación en régimen perma- 
nente del convertidor, determine: 


a) El par eléctrico del convertidor en función de su velocidad angular. 


b) La velocidad de operación cuando se acciona una carga mecánica al 75 % del par 
máximo como motor. 


c) La tensión inducida sobre el conductor a una velocidad de 628 rad, 


d) La corriente necesaria en el arranque, en función de la posición inicial del conductor. 


8. Un conductor rectilíneo de longitud «l» se mueve perpendicularmente a un campo mag- 
nético uniforme de magnitud B. El conductor posee una resistencia R y está excitado 
mediante una fuente de tensión continua V, que se utiliza para acelerar la máquina has- 
ta la velocidad de operación. Esta velocidad se establece cuando el conductor vence una 
fuerza mecánica uniforme y constante que se opone al movimiento del conductor. En estas 
condiciones determine: 
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a) 
b) 


c) 


d) 


La ecuación mecánica característica y la velocidad de operación de la máquina. 
Las ecuaciones diferenciales completas del convertidor electromecánico. 


La máxima velocidad que puede adquirir el convertidor cuando se debilita la densi- 
dad de campo magnético B. 


Las condiciones que se deben establecer sobre las funciones forzantes para obtener 
la operación del convertidor en la condición de freno, si originalmente la máquina se 
encuentra a velocidad constante como motor. 


Bibliografia 


ASIMOV, I., Understanding Physics: Light, Magnetic and Electricity, George Allen & Unwin, 
vol. 2, London, 1966. 


Encyclopaedia Britannica, William Benton Publisher, vol. 9, pp. 802-806, Chicago, 1964. 
HALLIDAY, D. & RESNICK, R., Física, Parte I y Il, John Wiley & Sons, México, 1974. 


HAYT, W. H. JR., Teoría electromagnética, McGraw-Hill, quinta edición, segunda edición en 
español, México, 1991. 


JOHNK, C. T. A., Engineering Electromagnetic Fields £ Waves, Wiley International Edition, 
New York, 1975. 


MAXWELL, J. C., A Treatise on Electricity and Magnetism, Dover Publications, Unabridged 
Third Edition, Volume one and two, New York, 1954. 


47 


CAPITULO II 


Fundamentos de conversión 


En el capítulo anterior se analizó el comportamiento dinámico de un convertidor electrome- 
cánico elemental. El planteamiento de estas ecuaciones fue una tarea realizable con nociones 
básicas de cálculo numérico aplicado a unas condiciones geométricas simples. Las ecuaciones 
de Maxwell en su forma diferencial y la relación de Lorenz se aplican infinitesimalmente y es- 
tán sujetas a condiciones de contorno que no siempre pueden ser integradas directamente, al 
menos mediante herramientas analíticas. Los convertidores electromagnéticos prácticos están 
constituidos por muchos conductores y materiales inmersos en campos eléctricos y magnéti- 
cos que pueden ser muy difíciles de modelar mediante la aplicación directa de las leyes físicas 
fundamentales. 


Un vendedor en una ferretería no está obligado a registrar la ganancia unitaria de cada tornillo 
que vende, ni a calcular las ganancias totales de un determinado mes sumando cada una de es- 
tas ganancias parciales. Desde hace muchos siglos los comerciantes confían en los principios 
de contabilidad general para conocer la utilidad obtenida en la actividad económica que reali- 
zan. Un método similar a los balances contables permite determinar el comportamiento de los 
convertidores electromecánicos: el balance de energia'. 


Este capítulo presenta las herramientas fundamentales para el análisis práctico de los converti- 
dores electromecánicos de energía. Balances de energía, balances de coenergía y el principio de 
los trabajos virtuales permiten la determinación de las fuerzas eléctricas involucradas en la con- 
versión electromecánica de energía. El método desarrollado en este capítulo permite generalizar 
una técnica que puede ser aplicada al análisis de cualquier convertidor electromecánico. 


' Tal vez no sea una casualidad que Lavoasier, quien descubriera en el siglo XVIII el principio de conservación de 


la masa y figura fundamental en el desarrollo teórico de la Química, fuese contador de profesión. Ya en el siglo 
XX Einstein amplió el ámbito de este principio al incluir la energía en el balance. 
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v, Xe 
Ejes eléctricos i, Loy, [| Tt, Ejesmecánicos 
—> 
v, 0 


Figura 2.1 Máquina eléctrica y algunos de sus posibles ejes 
11.1 ENERGÍA Y COENERGÍA EN EL CAMPO 


Un convertidor electromecánico de energía es una máquina eléctrica. En general una máquina 
eléctrica posee varios ejes o puertos por los cuales fluye la energía. Estos ejes pueden ser de dos 
tipos: eléctricos o mecánicos. Esquemáticamente se representan en la figura 2.1. 


En los ejes eléctricos de la máquina, las interacciones se analizan conociendo las corrientes 
y tensiones. En los ejes mecánicos las variables que determinan la condición de operación de 
la máquina son las velocidades y fuerzas, si el movimiento es lineal, o el par? y la velocidad 
angular, si el movimiento es rotativo. 


La máquina eléctrica más simple requeriría al menos un eje eléctrico y un eje mecánico. El 
esquema básico de esta máquina se ilustra en la figura 2.2: AW, es el incremento de energía 
eléctrica que entra en el convertidor por el eje eléctrico, AW, es el variación de energía mecánica 
que sale por el eje mecánico y AW, es el aumento de energía que se almacena en los campos 
eléctrico y magnético de la máquina. 


En las máquinas eléctricas, no toda la energía introducida en los ejes eléctricos se entrega en 
los ejes mecánicos o viceversa. Es necesario que parte de la energía eléctrica se almacene en los 
campos electromagnéticos del convertidor. En un balance de la energía en la máquina eléctrica 
es necesario tener en cuenta la parte de la energía que fluye hacia y desde los campos eléctricos 
y magnéticos. En la figura 2.2 esta energía se representa por AW.. 


En el siguiente ejemplo se compara la capacidad de acumular energía que tienen los campos 
eléctrico y magnético respectivamente: 


Como se estudia en Teoría Electromagnética, la energía acumulada en el campo 
eléctrico viene dada por la expresión: 


1 iD 1.3 
Wer = 5D -E = =— = -EE 
Te 2e 2 


2 En algunos textos se utiliza la palabra torque, pero este vocablo no se ha incorporado aún al idioma español. 
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Figura 2.2 Máquina eléctrica con un eje eléctrico y un eje mecánico 


pero la resistencia dieléctrica del aire es aproximadamente 3 x 106%, y consideran- 
do que la permitividad del aire es igual a la del vacío, es decir e =8,85 x 102 E, 
la máxima densidad de energía del campo eléctrico en el aire a presión atmosférica, 
sin que se produzca arco disruptivo es: 


J 


AWe = 39,82 5 
m 


elct 


La energía almacenada en el campo magnético es: 


La permitividad del aire es uo = 4% x 107", y considerando una densidad de flujo 
de 1,0 we, que es un valor frecuentemente encontrado en dispositivos de conversión, 
se obtiene una energía de: 


J 
AWenag = 3598 x 10° — 
m 


mag. 


Como se puede observar, los dispositivos magnéticos que utilizan densidades de 
flujo B conservadoras, pueden contener 104 veces la densidad de energía máxima 
disponible en el campo eléctrico de una máquina electrostática. Por esta razón las 
máquinas que utilizan el campo magnético en la conversión de la energía eléctrica 
son mucho más pequeñas que una máquina equivalente que utilice campo eléctrico. 


Del principio de conservación de la energía se determina: 
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AW, = AW. + AW, (2.1) 


La energia acumulada en el campo no puede ser medida, pero es posible calcularla por la dife- 
rencia entre la energía eléctrica y la mecánica: 


AW, = AW, — AW, (2.2) 


La energia eléctrica se determina a partir de la integral de la potencia eléctrica en el tiempo. 
Esta energia puede ser calculada directamente en el eje eléctrico de la maquina a partir de las 
medidas de tensión y corriente instantánea: 


AW, = [roar = Po -i(t)dt (2.3) 


Transformando las variables de la expresión anterior se puede reescribir esta ecuación en una 
forma más conveniente. Considerando que el sistema es conservativo, es decir, no existen pér- 
didas en elementos resistivos, la tensión v(t) aplicada a la máquina y la fuerza electromotriz 
inducida son iguales, y por lo tanto: 


da 
vij=et)= He (2.4) 
En este caso, a partir de 2.3 y 2.4 se determina que: 
t di A(t) 
AW, = 1 y(t) -i(t)dt = / E ee | iC” WE (2.5) 
0 o dt 210) 


La ecuación 2.5 indica que para obtener la energía eléctrica que fluye por la máquina es necesario 
conocer solamente la dependencia de la corriente i(x,A) con respecto al flujo À y a la posición 
x del convertidor. 


Para determinar la variación de la energía mecánica es necesario conocer la velocidad y la fuerza 
en función del tiempo: 


AWn = | a e / F(t) -x(t)dt (2.6) 


Realizando cambio de variables sobre la ecuación 2.6, se obtiene: 
t dx x(t) 
AW, = / no ie f F(x,A)dx (2.7) 
0 dt x(0) 


Para analizar las relaciones anteriores se puede utilizar como ejemplo el electroimán que se 
ilustra en la figura 2.3. Allí se ha representado un gráfico de la relación existente entre los 
enlaces de flujo À y la corriente i, para dos condiciones extremas de la posición relativa del yugo 
del electroimán. Para la misma corriente i, al disminuir la distancia x, disminuye la reluctancia 
y se incrementan los enlaces de flujo A. 


En el gráfico A — i, la región sombreada representa la integral de la corriente i(A) con respecto a 
A para una posición x fija. Como se ha determinado en la ecuación 2.5, esta región representa la 
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Figura 2.3 Diagrama A — i de un electroimán elemental 


variación de la energía eléctrica en un circuito magnético que se energiza manteniendo constante 
la posición del yugo (x). 

En un sistema conservativo, la energía es una función de estado. Esto quiere decir que en estos 
sistemas el incremento de energía acumulada no depende de la trayectoria utilizada para alcan- 
zar un determinado estado, sino del valor de las variables en los estados iniciales y finales del 
proceso. 


Para determinar la energía acumulada en el campo, es necesario calcular la diferencia entre 
las energías eléctrica y mecánica del sistema después del proceso. Si el sistema mecánico está 
detenido, no existe variación en la energía mecánica del convertidor y por lo tanto toda la energía 
eléctrica que entra en la máquina se convierte en energía acumulada en el campo, entonces: 


A(t) 
AW. > i i(x,à)dà =AW., six = cte (2.8) 
0 


La ecuación 2.8 se puede integrar por partes y se obtiene: 


AWe=(%,2) 2140 SN Aaa (2.9) 


En la ecuación 2.9, el término integral de define como coenergía en el campo y se expresa como 
/ 4 2 E 2 z: . 
AW... En la figura 2.4 se observa que la coenergía es el área bajo la característica A — i. 


En la figura 2.4 se observa que un sistema electromecánico donde la posición x es constante 
cumple la siguiente relación: 
1 
À -i = AW. + AW. (2.10) 


De las definiciones anteriores de energía y coenergía en el campo magnético se destacan las 
siguientes observaciones: 


1. Para la energía, el enlace de flujo A es la variable independiente, y la corriente i es la 
variable dependiente. 
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Figura 2.5 Convertidor electromecánico lineal 


2. Para la coenergía, la corriente i es la variable independiente y el enlace de flujo A es la 
variable dependiente. 


Si el sistema físico es lineal, es decir, si la relación entre los enlaces de flujo A y la corriente i 
del convertidor electromecánico es proporcional, la energía y la coenergía son iguales, esto se 
puede observar en la figura 2.5. 


En la figura 2.6, se ilustra un electroimán cuyo yugo está conectado a un sistema mecánico 
constituido por un resorte unido sólidamente en un extremo al propio yugo y en el otro a un 
sistema en reposo. Los valores de la posición del yugo y de los enlaces al inicio del proceso, en 
el instante de tiempo £ son: 


x(0) = 


xo x(t)=xf 
A(0)=Ao A(t) 


()=4f 
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Figura 2.6 Electroimán en un sistema mecánico 


Para calcular el incremento de energía acumulada en el campo hasta el instante de tiempo t es 
necesario considerar que en el proceso real varía la potencia eléctrica y la potencia mecánica. 
Es posible realizar un experimento teórico para determinar la energía acumulada en el campo. 
Dicho experimento comprende dos fases: 


1. Desplazamiento de la pieza móvil desde x(0) a x(t) con el circuito eléctrico desenergizado, 
es decir, con i(0) = 0. En estas condiciones la fuerza eléctrica F, es cero y no es necesario 
consumir energía mecánica para desplazar el yugo a la posición final x(t). 


2. Se fija la posición final de la pieza móvil y se incrementan los enlaces de flujo desde el 
valor Ag hasta Af. 


En las condiciones del experimento teórico anterior, para determinar la variación de la energía en 
el campo de la máquina es suficiente evaluar la integral de la corriente con respecto a los enlaces 
de flujo cuando la pieza móvil está en su posición final xf. La trayectoria real depende de la 
máquina y de las condiciones de frontera o ligazón, pero en cualquier caso es posible evaluar 
la energía almacenada en el campo. En la figura 2.7 se presenta gráficamente el experimento 
teórico realizado para la determinación de la energía en el campo. De esta forma, la evaluación 
se reduce a determinar el área sombreada en la figura. 


Mediante el convertidor electromecánico ilustrado en la figura 2.6, se puede realizar un análisis 
más complejo de los procesos involucrados. Considerando que inicialmente el yugo se encuentra 
fijo en la posición x, al cerrar el interruptor, la corriente aumenta exponencialmente cuando el 
sistema tiene un comportamiento lineal: 


A=L:-i Q.11) 


La ecuación de mallas correspondiente a la red eléctrica es: 


À 
v=Rite=R i+ (2.12) 
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À Trayectoria 
función det 


Figura 2.7 Determinación de la energía en el campo 


Sustituyendo la expresión 2.11 en la ecuación 2.12 se obtiene la ecuación diferencial que rige el 
comportamiento de la corriente eléctrica en el circuito: 
di 


=R-i+L-— 2.13 
v i+ = ( ) 


La solución en el tiempo de la ecuación diferencial 3.14 es una corriente exponencial cuyo valor 
en régimen permanente es: 


ip HE (2.14) 


El conocimiento de la trayectoria de la corriente en función del tiempo no es necesaria por las 
consideraciones realizadas previamente relativas a las funciones de estado. 


Una vez que la corriente i aumenta hasta su valor final if, con la posición x; fija, se permite 
el movimiento de la pieza hasta una segunda posición x2. Después que finalizan los procesos 
transitorios, el sistema alcanza el régimen permanente en la segunda posición con una corriente 
i igual a la primera, debido a que en régimen permanente no varían los enlaces de flujo. En la 
figura 2.8 se muestra la trayectoria seguida por la corriente. 


En la figura 2.8 se han marcado dos trayectorias tentativas de la corriente cuando la pieza mó- 
vil pasa de la posición x; a la x2. Para determinar la trayectoria correcta (A) o (B), se debe 
recordar que: 
V=e 
R 


(2.15) 


El paso de x; a x2 requiere del incremento de los enlaces de flujo y por lo tanto la derivada 
de estos enlaces (e), es positiva durante el proceso transitorio, por esta razón inicialmente la 
corriente i disminuye y la trayectoria se ajusta al caso (A). Cuando la pieza alcanza la posición 
final, el enlace en régimen permanente no varía y la corriente regresa a su valor inicial. 


El proceso seguido por el convertidor ilustrado en la 2.8 es el siguiente: 


= Originalmente el sistema está desenergizado, la pieza móvil se encuentra en la posición 
inicial x; y al cerrar el interruptor que alimenta el magneto, aumenta la corriente hasta 
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Figura 2.9 Movimiento de apertura del yugo 


el valor iz. En ese momento se permite la reducción de la posición del yugo hasta x2 
por efecto de la fuerza electromagnética y finalmente se abre el interruptor del circuito 
eléctrico para desenergizar el sistema. El área sombreada en la figura 2.8 representa la 
energía eléctrica que el convertidor cede al sistema mecánico. 


= Otra posibilidad es que el dispositivo móvil se encuentre inicialmente en la posición x2, 
se energice el circuito, se desplace la pieza móvil hasta la posición x; y finalmente se 
desenergice el circuito. En este caso, la trayectoria se representa en la figura 2.9. Al des- 
plazar la pieza móvil desde la posición inicial a la posición final, es necesario reducir los 
enlaces de flujo y por esta razón se induce en el circuito eléctrico una fuerza electromo- 
triz negativa que aumenta transitoriamente la corriente, para regresar nuevamente al valor 
primitivo iy, cuando cesa la variación de los enlaces de flujo. 


Ahora bien, si en la primera condición analizada, se desea desplazar el yugo desde la posición x2 
a xı, manteniendo constante la corriente, es necesario mover la pieza muy lentamente, para que 
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bee 


Xp>Xc> X> Xa 


Figura 2.11 Apertura del yugo a velocidad cero e infinita 


varíen los enlaces de flujo, pero su derivada sea prácticamente cero. A medida que el dispositivo 
se cierra con mayor velocidad, las trayectorias se muestran en la figura 2.10. 


La trayectoria D corresponde a un yugo que se cierra a velocidad infinita, es decir la pieza pasa 
de la posición xı a la x2 en un tiempo cero. En esta situación limite, ni el flujo ni el tiempo 
han variado al pasar de la posición xı a x2 y por lo tanto la derivada del enlace de flujo con 
respecto al tiempo tiene un valor finito que permite que la corriente en el circuito eléctrico varíe 
instantáneamente desde io a iy, como se observa en la figura 2.10. 


Si la pieza móvil sigue la segunda trayectoria, es decir, se mueve de la posición x2 a x; y todo 
esto a velocidad prácticamente cero, el recorrido se efectúa a corriente constante. En la figura 
2.11 se puede observar el proceso cuando el yugo se desplaza a una velocidad teóricamente 
infinita. 


Si la velocidad de la pieza es teóricamente infinita, la corriente crece considerablemente debido 
a que la fuerza electromotriz es negativa y se superpone a la tensión aplicada por la fuente. 
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Figura 2.12 Balance energético del electroimán 


Cuando la saturación del circuito magnético es muy intensa, los picos de corriente que aparecen 


en la operación del electroimán pueden ser de gran magnitud. 


11.2 BALANCE ENERGÉTICO 


Mediante el diagrama de la figura 2.12 se puede realizar un balance energético del proceso 


descrito en la sección anterior. 


La operación del electroimán se divide en tres trayectorias: 


1. Trayecto O — A: Desde que se cierra el interruptor, energizando el circuito eléctrico con el 


yugo en la posición x;. 


2. Trayecto A — B: Cuando se permite el movimiento mecánico de la pieza hasta alcanzar la 


posición x2. 


3. Trayecto B— O: Representa la apertura del interruptor para desenergizar el sistema. 


A partir de la ecuación 2.5 se puede calcular el incremento de energía eléctrica por tramos de la 


siguiente forma: 


An —— 
AWe,_5 = f i(x,4)dà = DABC 


Az _ 
AWe, o = f i(x),)dd = —BCO 


2 


La energía acumulada en el campo viene determinada por: 


AW, = QAD 


CO-A 


(2.16) 


(2.17) 


(2.18) 


(2.19) 
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La ecuación 2.19 determina la energía acumulada en el campo, debido a que en este proceso la 
posición se mantiene constante y la variación de energía mecánica AW,, es nula. Toda la energía 
eléctrica se almacena en el campo del convertidor. De las otras trayectorias se deduce que: 


AW.,_, = AWe, — AW., = OBC — OAD (2.20) 
AW.» = —BCO = AW.» o (2.21) 


El cálculo del incremento de energía mecánica, se obtiene de las diferencias entre los incre- 
mentos de energía eléctrica y energía acumulada en el campo del convertidor durante todo el 
trayecto: 


AWin = AW, — AW. (2.22) 

Donde: 
AW, = AWe,_, + AWe, 3 +AWe, 5 = OAD + DABC — BCO (2.23) 
AW, = AW.o_, + AWe, ¿+ AW¿z  = OAD + OBC — OAD=BCO (2.24) 


De las ecuaciones 2.22, 2.23 y 2.24 se obtiene: 
AWn = (OAD + DABC — BCO) — (OAD + OBC — OAD — BCO) > 


AWin = DABC + OAD — OBC = OABO (2.25) 


La expresión 2.25 indica que el incremento en la energía mecánica en el proceso es igual al área 
encerrada en la trayectoria OABO, que es precisamente la región sombreada en el esquema de la 
figura 2.12. En este caso, la energía mecánica realiza un trabajo positivo porque la fuerza sobre el 
yugo y el desplazamiento tienen la misma dirección. Si inicialmente el convertidor tiene el yugo 
muy cerca del electroimán y se alejan estas dos piezas, el trabajo mecánico realizado es negativo, 
ya que en este caso la fuerza sobre la pieza móvil tiene dirección opuesta a su desplazamiento. 
En la figura 2.13 se muestra esta condición. El área sombreada corresponde al incremento de la 
energía mecánica, y el sentido del recorrido determina el signo del trabajo realizado, negativo 
según las agujas del reloj y positivo en el sentido contrario. 


En la figura 2.14 se representa el proceso electromecánico descrito anteriormente pero el movi- 
miento de acercamiento del yugo se ha realizado a una velocidad teórica infinita. En este caso 
los enlaces de flujo no pueden variar instantáneamente y de acuerdo con la ecuación 2.5, el in- 
cremento de energía eléctrica en este tramo es cero. Recordando la expresión 2.1, se determina 
para los procesos electromagnéticos que mantienen constante el enlace de flujo: 


AWin = —AW. , si À =cte. (2.26) 


Por esta razón, si el dispositivo se desplaza manteniendo constante el enlace de flujo, no se incre- 
menta la energía eléctrica y toda la energía mecánica empleada en el movimiento es suministrada 
por el campo de la máquina. 


Para calcular la fuerza F, se reducen los incrementos de energía mecánica y de energía en el 
campo a valores diferenciales. Recordando que la energía acumulada en el campo de la máquina 
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Figura 2.13 Trabajo mecánico negativo 


Figura 2.14 Cálculo de la energía mecánica en un desplazamiento rápido del yugo 
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depende de los enlaces de flujo y de la posición de la pieza móvil: 

We = Wo(x,A) (2.27) 
El trabajo mecánico se define en su forma diferencial como: 

dWm = Fe - dx (2.28) 
A partir de las ecuaciones 3.27 y 3.29 se obtiene: 


dW = Fe- dx = —dW.(x,A) , si À =cte. (2.29) 


El diferencial total de la energía en el campo es: 


Me yy OW. 
a A 


dW.(x,A) = dì (2.30) 


Como el enlace se considera constante, el segundo término de la sumatoria de la ecuación 2.30 
es nulo y por lo tanto se deduce de 2.29 y de 2.30 que: 


— OW.(x,2) 


F,-d 
i Ox 


dx ¿DY cte. (2.31) 


Por identificación de términos en la ecuación 2.31 se puede calcular la fuerza sobre la pieza 
móvil en un proceso a enlace de flujo constante como: 
Wax, A 
G . 
LB a A , si A =cte. (2.32) 

Ox 
La ecuación anterior, también denominada principio de los trabajos virtuales, indica que para 
calcular la fuerza F, sobre la pieza móvil, es necesario conocer la variación de la energía del 
campo en función del desplazamiento, cuando se mantiene constante el enlace de flujo A. Cuan- 
do en el convertidor, la energía acumulada en el campo es independiente de la posición, la fuerza 
eléctrica es cero. 


Si el convertidor electromecánico analizado anteriormente, mantiene una característica lineal 
entre el enlace de flujo y la corriente, la energía en el campo se puede evaluar mediante la 
siguiente expresión: 


oe rere | eae 
We = 5A -i= 510): “ZLA 


En la ecuación anterior, L(x) representa la inductancia en función de la posición de la pieza 
móvil. La inductancia de una bobina se determina a partir del número de vueltas N y de la 
permeanza del circuito magnético fo como: 


(2.33) 


L(x) = N? - p(x) (2.34) 
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Para el electroiman en análisis, la permeanza del circuito magnético es: 


Ho -A 
= 2.33 
dla) (2.35) 
Donde: 
Ho es la permeabilidad del vacío 42 x 107? a 
A es el área efectiva del magneto 
x es la separación del yugo 
d es la distancia entre el yugo y el circuito electroimán 


Sustituyendo la expresión 2.35 en 2.34 y este resultado en 2.33 se obtiene: 


1 2(x+d) 2 
We) = IMAN” (2.36) 
y aplicando 2.32 a 2.36: 
OW. (x,A) AP 
hos Ox MAN eo 


El mismo electroimán permite analizar lo que sucede si el movimiento se realiza muy lentamen- 
te. Si el yugo se desplaza a una velocidad prácticamente cero, la corriente se mantiene constante 
porque no se induce fuerza electromotriz debido a que los enlaces de flujo cambian muy lenta- 
mente y su derivada con respecto al tiempo es prácticamente nula. En la figura 2.15 se muestra 
la situación anterior. En este caso, la energía mecánica se puede evaluar mediante las diferencias 
de la coenergía en el campo entre la posición x; y la posición x2. En la figura 2.15 se observa 
que para la condición descrita: 


AWn = AW. , si i= cte. (2.38) 


La coenergía en el campo se calcula de la siguiente forma: 


pio 
wi = I A (2.39) 
(0 


La coenergía en el campo depende de la posición de la pieza móvil y de la corriente, por lo tanto: 

DW. (x, i OW. (x, i 
ad gy Wels) 
Ox di 


Durante el proceso, la corriente i no varia y por esta razón se puede determinar a partir de 2.40 
que: 


dW = Fe- dx = dW, = di (2.40) 


OW. (x, i) 


Fe 
Ox 


si i=cCte. (2.41) 
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Figura 2.15 Cálculo de la energía con desplazamientos muy lentos del yugo 


La fuerza eléctrica originada en el convertidor electromagnético depende de la variación de la 
energía en el campo en función del desplazamiento cuando el movimiento se realiza mante- 
niendo constantes los enlaces de flujo. Si el movimiento se realiza manteniendo constante la 
corriente, la fuerza eléctrica depende de la variación de la coenergía en función de la posición. 


Para calcular o medir una fuerza se utiliza el principio de los trabajos virtuales. Este método 
consiste en evaluar las variaciones de la energía o coenergía en el campo ante un desplazamiento 
diferencial. Cualquiera de los dos métodos analizados anteriormente, permite calcular las fuerzas 
que aparecen sobre el sistema. Sin embargo, dependiendo de la forma como se presenten los 
datos del convertidor, es más fácil para determinar la fuerza utilizar los conceptos de energía o de 
coenergía. En los sistemas lineales el cálculo puede ser realizado con igual facilidad por ambos 
métodos. Cuando el sistema no es lineal, la facilidad o dificultad del cálculo de fuerzas por uno 
u otro método depende de cuáles sean las variables independientes y cuáles las dependientes. Si 
se conoce el enlace de flujo en función de las corrientes, el cálculo por medio de la coenergía 
simplifica el problema. Si la corriente se expresa como función de los enlaces, la energía es el 
mejor método para determinar la fuerza que aparece en la máquina. 


11.3 ECUACIONES INTERNAS DEL CONVERTIDOR 


En la figura 2.16 se representa una máquina eléctrica constituida por un electroimán alimentado 
por una bobina y una pieza móvil sobre la que actúan dos fuerzas, la fuerza eléctrica F produ- 
cida por la interacción electromagnética del dispositivo y una fuerza externa Fm de naturaleza 
mecánica. 


En general la fuerza eléctrica no tiene por qué ser igual a la fuerza mecánica. En el sistema 
mecánico ilustrado en la figura 2.17, las tensiones de las cuerdas no están necesariamente equi- 
libradas. 


En el ejemplo de la figura 2.17, la fuerza F; es diferente a la fuerza Fo, ya que: 


F; =(m+M)-a (2.42) 
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Y F =F +F,=Mi+0x 


Figura 2.16 Electroimán sometido a fuerzas internas y externas 


Figura 2.17 Sistema mecánico elemental sin equilibrio de fuerzas 
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Fy =m-a (2.43) 


El razonamiento anterior es válido también para el electroiman de la figura 2.16. La fuerza 
mecánica en el extremo del yugo se determina mediante la segunda ley de Newton: 


Fn = Fe+M-4 00% (2.44) 
Donde: 

F, es la fuerza eléctrica 

M-x es la fuerza producida por la aceleración de la pieza móvil 

a-x es la fuerza producida por el rozamiento de la pieza 

a es el coeficiente de roce 


La ecuación 2.44 se puede escribir mediante la expresión 2.41 como: 


OW. (x, i) 


Fin = Jx 


+M-X¥+Q-x (2.45) 


La ecuación del equilibrio eléctrico en la máquina es: 


di (x, i) 


—R-j —R-j 
v i+e as dí 


(2.46) 


Si se conoce la relación entre los enlaces de flujo À (x, i) o la corriente ¿(A,x), el sistema queda 
completamente definido ya que se puede evaluar la energía o la coenergía en el campo: 


A 
W. = I i(A,x)da (2.47) 
0 


Wh al A(i,x)di (2.48) 


La expresión 2.45 determina el comportamiento dinámico del sistema ilustrado en la figura 2.16 
si se conoce la fuerza mecánica Fn. 


Si el sistema es lineal, la relación entre los enlaces de flujo y la corriente viene expresada me- 
diante la ecuación 2.11. En esa ecuación, la inductancia L depende de la posición del yugo, es 
decir L = L(x). Por esta razón: 


A A 
i=i(à,x)= 10) A(i,x)=T(x)-A(i,x) (2.49) 
Donde: 
T(x) es la inductancia inversa L~!. 
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Mediante la ecuación 2.49, la dinámica del electroimán queda completamente determinada. 
Como el sistema es lineal: 


We [ata= | La di=>19-b (2.50) 


Sustituyendo la ecuación 2.50 en la ecuación 2.45 se obtiene: 


/ 


aw. iadi. 
p= oe eto LD 24 esas (2.51) 
Ox 2 dx 


La ecuación 2.51 representa el equilibrio de fuerzas sobre la pieza movil. La ecuación que 
representa el circuito eléctrico del sistema es: 


d dL(x) dx di 
=R-¡+>(L(x):1) =R-1i .— -i+ L(x) — 2.52 
v IE (x)-i) i+ E n (x) 4; (2.52) 
Definiendo t(x) como: 
dL(x) 

= 2.53 
r(x) = (2.53) 

la ecuación eléctrica de la máquina, a partir de 2.52 y 2.53, es: 

, Á. di 
v=R dinta) i i+ La) (2.54) 


En la expresión anterior, el primer sumando representa la caida de tensión en la resistencia de la 
bobina, el segundo representa la fuerza electromotrizinducida en la bobina por el movimiento 
del yugo y el tercer sumando representa la fuerza electromotriz inducida por variación de la 
corriente en la bobina. De forma compacta, la ecuación 2.54 se puede escribir como: 


v=R-i+eg+er (2.55) 
Donde: 
e es la fuerza electromotriz total compuesta por eG y er 
eG es el término que depende de la velocidad de la pieza móvil de la má- 


quina, denominado término de generación 


eT es el término que depende de la variación de la corriente en la máquina, 
denominado término de transformación 


Cuando la corriente es cero, puede existir fuerza electromotriz de transformación, pero no de 
generación como se observa en la ecuación 2.54. 


En conclusión, las ecuaciones internas de la máquina se pueden escribir, en función de la coener- 
gía: 


1 
Fn=-31) P +M-ï+ 00% (2.56) 
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o, en función de la energía: 


1dT 
no TO aia (2.57) 
2 dx 


y la ecuación eléctrica 2.54. 


Las variables que definen el estado del sistema en las ecuaciones 2.56, 2.57 y 2.54 son la corrien- 
te i, la posición x y la velocidad x. Realizando el cambio de variables x = u, las ecuaciones 
anteriores se pueden expresar de la siguiente forma: 


Fin = —51(x)-P+M-u+o-u 
v=R-i+7(x)-wit+L(x)-4 (2.58) 


x= 


Representando el sistema de ecuaciones diferenciales 2.58 en la forma canónica x = A(x)x + Bu, 
se obtiene: 


di _ 1 a A l 
= a [R-¿+7(x) 1-4] + Tw) 
ú= y (51x) P a-u] + ¿Enlt) (2.59) 
x=u 
Para determinar la solución de este sistema de ecuaciones diferenciales no lineales, es necesario 
conocer: 


1. Las condiciones iniciales de las variables de estado i(0), u(0) y x(0). 


2. Las condiciones de borde o ligazones externas. En el presente caso definidas por las ex- 
citaciones en el tiempo de la fuerza mecánica F,,(t) aplicada al yugo y la tensión v(t) 
aplicada a la bobina del electroimán. 


11.4 ECUACIONES DE POTENCIA 


La potencia utilizada por el convertidor electromecánico en el eje mecánico de la máquina de la 
figura 2.16 se puede calcular a partir de la fuerza mecánica y de la velocidad del yugo: 


1 
Pin = En GU) AM 0 (2.60) 


La potencia absorbida por el eje eléctrico es: 


di 

P, =v-i=R-i + t(x) +L) T i= RP eg iter-i (2.61) 
Para que la maquina anterior pueda trabajar en un régimen continuo, con corriente y velocidad 
constante, despreciando las pérdidas de fricción (œ = 0), y las pérdidas por efecto Joule en los 
conductores (R = 0), mediante las ecuaciones 2.60 y 2.61 se observa que: 


1 
Pn = 746 “I (2.62) 
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Figura 2.18 Balance energético de una máquina eléctrica en régimen continuo 


P. =eg-i (2.63) 


Las expresiones 2.60 y 2.61 indican que en las condiciones anteriores, la máquina absorbe per- 
manentemente por el eje eléctrico el doble de la potencia mecánica que está utilizando. La 
diferencia entre estas dos potencias sólo puede ser almacenada en el campo. En la figura 2.18 
se representa esta situación. De toda la potencia que es inyectada en el eje eléctrico, el 50 % se 
convierte en energía mecánica y el otro 50% se almacena en el campo. Como la corriente es 
constante, el término de transformación (er -i) es cero y el campo no puede devolver al sistema 
la energía que le ha sido entregada en el proceso de conversión. 


Si una máquina eléctrica se mantiene todo el tiempo operando en esta situación, acumula de 
forma indefinida energía en el campo. Esto no es factible para un sistema físico real. La solución 
del problema planteado consiste en permitir la variación de la corriente. Con la variación de la 
corriente aparece el término de transformación (er -i) que compensa el término de generación 
(3e6 - i). Por esta razón no es posible construir un máquina que funcione sólo con corriente con- 
tinua. En todas las máquinas eléctricas es necesaria la variación de las corrientes para permitir 
una Operación en régimen permanente. 


La argumentación anterior se puede cuestionar debido a que son muy frecuentes en la industria 
las «Máquinas de corriente continua». Sin embargo en este caso el término corriente continua 
se aplica a la fuente utilizada para alimentar el convertidor. Las máquinas de corriente continua 
requieren de un dispositivo inversor electromecánico —las escobillas y el colector- que permite 
la variación de las corrientes en los devanados de la máquina. 


También parecen contradecir esta argumentación los principios de funcionamiento de las máqui- 
nas homopolares y los convertidores magneto-hidrodinámicos?. En ambos casos, estas máquinas 
funcionan con corriente continua, pero la corriente no siempre circula por el mismo material. Si 
un observador se mueve solidario con el medio conductor, el disco en el caso homopolar y el 
fluido en la máquina magnetohidrodinámica, puede medir la variación de las corrientes al apro- 
ximarse y alejarse del punto de inyección. En otras palabras, estas máquinas son equivalentes 
a las de corriente continua, pero si en ellas el proceso de variación de las corrientes se realiza 
de forma discreta mediante el colector y las escobillas, en las homopolares y magnetohidrodi- 
námicas el proceso de variación de las corrientes se lleva a cabo de forma continua mediante un 
proceso de acercamiento y alejamiento del punto de inyección de la corriente. 


3 Ver figura 2.19. 
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B 


y 
-r m- 
B Na ~ 


Sodio líquido 


(a) Convertidor homopolar (b) Bomba magneto-hidrodinámica 


Figura 2.19 Máquinas de corriente continua 


Por lo tanto en ningún caso conocido, la experiencia contradice la necesidad teórica de variación 
de la corriente para el funcionamiento en régimen permanente de los-convertidores electrome- 
cánicos de energía. 


II.5 GENERALIZACIÓN DE LAS ECUACIONES 


En una máquina con dos ejes eléctricos y un eje mecánico, como la ilustrada en la figura 2.20, 
se satisface la siguiente relación para la evaluación de la fuerza eléctrica sobre la pieza móvil: 


Z a Ay N (2.64) 
Ox 


Para demostrar la validez de la ecuación 2.64 se debe recordar que en un sistema mecánico de 
este tipo, si se varía la posición x, el intercambio energético se produce entre los ejes eléctricos 
y el eje mecánico. Si la posición permanece fija, el intercambio energético se realiza entre los 
ejes eléctricos únicamente. La ecuación 2.64 mantiene la validez en el cálculo de la fuerza 
en un sistema con dos ejes eléctricos, ya que la ecuación 2.33 se demostró para el caso en el 
que los enlaces de flujo se mantienen constantes. Si el enlace de flujo es constante, las fuerzas 
electromotrices son cero y no puede entrar energía hacia el campo desde ninguno de los ejes 
eléctricos. Por esta razón se cumplen las mismas condiciones en la expresión 2.64 que en la 
2.33. De todo esto se concluye que es completamente general su aplicación. 


Cualquiera que sea el número de ejes eléctricos o mecánicos de un convertidor electromecáni- 
co, para calcular la fuerza eléctrica se puede utilizar una expresión similar a la ecuación 2.64, 
siempre y cuando el movimiento se realice sólo en uno de los ejes mecánicos y se mantengan 
constantes todos los enlaces de flujo en los ejes eléctricos. La expresión generalizada para el 
cálculo de la fuerza eléctrica es: 

A Xr; ---, Xn, A1, A2, ---, Am) 


ae aah (2.65) 
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Figura 2.20 Máquina con dos ejes eléctricos y un eje mecánico 


La ecuación 2.65 determina la fuerza eléctrica que aparece sobre el eje mecánico r. Para este 
fin, se calcula la derivada parcial de la energía en el campo con respecto a la posición del eje 
r, manteniendo constantes las posiciones de los otros ejes mecánicos y los enlaces de flujo de 
todos los ejes eléctricos. 


En el sistema de la figura 2.20, si la posición x se mantiene constante, la energía acumulada en 
el campo es igual a la energía eléctrica: 


dW.=dW., si x= cte. (2.66) 


La energía eléctrica se puede calcular como: 


dWe = dW, =idA+i2día ; si x= cte. (2.67) 


Si se conoce cómo varían las corrientes con los enlaces de flujo y con la posición, el problema 


queda resuelto, es decir: 
it =fi(x,A1,A2) 
: 2.68 
a an eo) 


En los casos lineales se puede establecer: 


Ay = Lyi + Livia 
i l 2.69 
l M = Laii + Lyi2 moa 

Matricialmente la expresión 2.67 se puede escribir como: 
[A] = IZ] [i] (2.70) 


Donde: 
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Empleando álgebra matricial, se puede determinar la corriente [i] en función de los enlaces [A]: 


li] =[2]7* [A] = 0/4] (2.71) 


PE aii an 


Para calcular la energía en el campo, es necesario variar cada uno de los parámetros en forma 
sucesiva, desde su valor inicial a su valor final, mientras todas las otras variables de estado se 
mantienen constantes. Para evaluar la energía acumulada en el campo, se realiza el siguiente 
procedimiento: 


(x,Ay Az) (x,0,0) (A ,0) (A Az) 
AW. = f dW, = I dW: + dW: + / dW, (2.73) 
(0,0,0) (0,0,0) (x,0,0) (x,A1,0) 


La primera integral de la sumatoria de la ecuación 2.73 es cero, debido a que los enlaces de flujo 
son cero mientras se mueve el yugo de la máquina. Como no existe variación de los enlaces, 
no existen fuerzas electromotrices y por lo tanto no se inyecta potencia eléctrica desde los ejes 
eléctricos hacia el campo. Al no existir enlaces de flujo, para realizar el desplazamiento mecá- 
nico x no es necesario consumir ni suministrar energía. Para la evaluación de los dos términos 
restantes de la ecuación 2.73, se sustituyen las ecuaciones 2.67 y 2.72: 


AW. 


(x,A1,0) 
des (Ty Aa +r ANY (Cos + + 
x ae Az) 
+ a (Ti e ARO A AA 
(x,À 1,0 


1 
= Irus? +T»141 4) + ¿Vado (2.74) 


En el cálculo de las integrales de la ecuación 2.74 se asume que [12 es igual a I;, condición de 
simetría siempre válida para los sistemas físicos. 


Generalizando el cálculo anterior mediante el álgebra de matrices, se tiene: 


dW. = dW. = |i} [dà] , si x= cte. (2.75) 


De la ecuación 2.72 y recordando la propiedad sobre la traspuesta de un producto de matrices: 
[if = [A] (ry (2.76) 
Se obtiene la energia acumulada en el campo como: 
(x,A4,A2) 


AW. = [2]'[P(o)) [da] = 


(0,0,0) l [A] PO} [A] (2.77) 
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Figura 2.21 Electroimán con yugo rotativo 


Si se deriva parcialmente la ecuación 2.77 con respecto a la posición x, se encuentra la fuerza 
eléctrica F que actúa sobre la pieza móvil: 
E OW-(x, [1]) 1 


= 2 t 
Lg Ox 2 A] 


£ (remy) 2.78) 


Por un razonamiento semejante, pero aplicado a la coenergía, se puede deducir que: 


AW, = litio] E (2.79) 


La fuerza eléctrica sobre la pieza se puede calcular como: 


_ awl) 1a 


r, = LED ALA = (a fo)! M (2.80) 


Las ecuaciones 2.78 y 2.80 son válidas para un número cualquiera de ejes eléctricos, pero para 
un eje mecánico solamente. La mayoría de las máquinas eléctricas poseen un solo eje mecánico, 
pero si existen más, es necesario calcular las derivadas parciales de la energía o de la coenergía, 
según sea el caso, con respecto a cada una de las variables que definen la posición de cada eje 
mecánico (x],X2,X3,...,Xn). 


Si el eje mecánico es rotativo o giratorio, como se representa en la figura 2.21, la matriz de 
inductancia se define en función del ángulo @ y no se calculan fuerzas sino pares eléctricos y 


mecánicos. 


Las ecuaciones del convertidor en este caso son: 


Te = 5 li [e(8) li (2.81) 
Donde: d 
[1(8)] = = KO) 
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Las ecuaciones de equilibrio eléctrico y mecánico de un convertidor electromecánico lineal con 
múltiples ejes eléctricos y un eje mecánico son: 


i = [RI +(e] = 
aea 
= [R| i+ z A = | 
A + ey) GP = 
= IR J+ (role) +E) E (2.82) 
p= -> eco" [+ Mi + as (2.83) 


En las ecuaciones 2.82 y 2.83 se observa que la información que determina la dinámica y el 
comportamiento de la máquina eléctrica está contenida en la matriz [L(x)]. A partir de esta 
matriz, se obtiene la matriz [t(x)], y con estas dos matrices y los elementos de ligazón con los 
sistemas eléctricos y mecánicos externos, se formulan las ecuaciones completas del convertidor. 


II.6 
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SUMARIO 


. Para el análisis de convertidores electromecánicos resulta de utilidad la aplicación de los 


balances de energía 0 coenergia como método para la determinación de las fuerzas eléc- 
tricas involucradas en el proceso. Los métodos de análisis directo a partir de las leyes 
de Maxwell y la relación de Lorenz pueden ser muy difíciles de aplicar en las máquinas 
reales. 


. Los convertidores electromecánicos pueden poseer varios ejes o puertos eléctricos y me- 


cánicos. Al menos un eje eléctrico y uno mecánico son indispensables para definir que una 
máquina es un convertidor electromecánico. Los ejes o puertos son las puertas de entrada 
y salida de la energía. Los puertos eléctricos están definidos por la fuerza electromotriz y 
la corriente. Los puertos mecánicos lo están por la velocidad angular o lineal y por el par 
O la fuerza. 


. El principio de los trabajos virtuales permite la evaluación de la fuerza o el par en un 


sistema electromecánico. Conocida la energía o coenergía en función de las variables 
de estado, la derivada parcial de la energía o coenergía con respecto a la posición — 
desplazamiento virtual—, determinan la fuerza o el par de acuerdo con las expresiones 
2.65 y 2.80. 


. Las ecuaciones internas de fuerza electromotriz se obtienen por derivación con respecto al 


tiempo de los enlaces de flujo. En los sistemas lineales, la matriz de inductancia determina 
el comportamiento electromagnético completo del convertidor. 


. Cuando se incluyen las condiciones de contorno que unen la máquina con los sistemas 


eléctricos y mecánicos, utilizando las leyes de Kirchoff y la segunda ley de Newton, se 
completa el conjunto de ecuaciones diferenciales que definen el comportamiento dinámico 
del convertidor. 


11.7 Ejemplos resueltos 


11.7 EJEMPLOS RESUELTOS 


Ejemplo 1: Determinación de las ecuaciones internas del convertidor 


De un convertidor electromecánico se conocen las relaciones no lineales existentes entre los 
enlaces de flujo y la corriente por sus respectivas bobinas: 


À = kixi? + kp 111 +k3yú 


la = kayi? +k 111 +k1x1 


Determine las ecuaciones internas de esta máquina. 
Solución: 


El convertidor está constituido por dos ejes eléctricos (bobinas 1 y 2) y dos ejes mecánicos (x, y). 
Existen por tanto cuatro ecuaciones internas, dos de fuerza electromotriz y dos de fuerza, una 
por cada puerto. 


Las ecuaciones de fuerza electromotriz en cada una de las bobinas se obtienen derivando los 
enlaces de flujo con respecto al tiempo: 


ans diy dx Pdi, dis dy 
sled I HG) i N 
dt ¡(Zi + +i) AR WT men 
dar di 11 ¿Ay dir di, diz dx 
“2 _ bs (Oyi Anacapa (2 
a A ny EG) te pia Ia (xi Par 


El cálculo de la fuerza eléctrica en cada uno de los ejes mecánicos requiere la determinación de 
la coenergía en función de las posiciones x y y de dichos ejes. Una vez determinada la expresión 
de la coenergía es necesario derivarla parcialmente con respecto a cada posición mecánica para 
obtener la fuerza éléctrica instantánea en los puertos mecánicos: 


W.(x,y,11,12) 


x,y,11,12) 
Í Adii + Adiz = 
0,0,0,0) 


X,y,i1,0) (x,y.i1,i2) 
f Adi, + Adiz = 
x,y,0,0) (x,y,i1,0) 


x,y,11,0) 
A (kyxit)di, + 
x,y,0,0) 


X,y,i1 i2) 2 ak Dy ee 
f (kay ii + k2i1i2 +k1x15)di7 = 
(yi, 0) 


HA +k pap 
qi 3y ía 2 1115 zri. 


Las fuerzas eléctricas instantáneas en cada eje son: 
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OW. kina. . 
Fox a 3 (+8) 
OW. oo. 
Fo, = dy = k3itiz 


Ejemplo 2: Ecuación del par de un convertidor rotativo 


La relación entre las corrientes y los enlaces de flujo de un convertidor electromecánico rotativo 
se puede expresar de la siguiente forma: 


i 1 a Tı T3cos20 Ay 

i2 I3 cos20 T> Ad i 
Determine el par eléctrico instantáneo de este convertidor y la condición necesaria para obtener 
un par eléctrico promedio diferente de cero, si el enlace Aes constante y Agvaria sinusoidalmente 
con el tiempo a una frecuencia (0. 
Solución: 


En este problema existe una relación lineal entre las corrientes en las dos bobinas del converti- 
dor y sus respectivos enlaces de flujo. Aun cuando existe la posibilidad de invertir la matriz y 
obtener una relación explícita entre los enlaces y las corrientes, en este caso resulta más simple 
determinar el par eléctrico mediante el concepto de energía en el campo: 


Tı T3cos20 A 
A E A I> 1 


Te = — _ a 


00 
K í 0 —213sen20 Ay | 
pO nl Qa 0 Ia- 
= —2I'3sen20414». 


Conocida la expresión del par eléctrico instantáneo, es posible integrarla en un período para 
obtener la condición necesaria de par promedio diferente de cero: 


27 
te). = = / (—21'3sen20A, Agsen(@ot + 2))d0 = 
= 20 
= h (sen20 - sen(@œt + ¢2))d0 = 
0 


-N3 (271 


= —— = (cos (20 — m1 — $2) — cos(20 + Mot + 7))40. 
27 o 2 
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Las integrales entre 0 y 27 de las funciones sinusoidales son cero; para que la expresión anterior 
pueda tener promedio diferente de cero es indispensable que alguno de los dos argumentos del 
integrando sea independiente de 0, en otras palabras: 


20 + (@t) = constante. 


Derivando la expresión anterior se obtiene la condición necesaria, pero no suficiente, para obte- 
ner un par promedio diferente de cero en este convertidor: 


dé 1 

ae = mec = = h. 
En otras palabras, es necesario que la velocidad angular de giro del eje mecánico del convertidor 
esté sincronizado a la mitad de la velocidad angular del segundo eje eléctrico, para poder obtener 
un par promedio diferente de cero. 


Ejemplo 3: Modelación del convertidor por inspección 


Un convertidor electromecánico como el ilustrado en la figura 2.22 tiene dos bobinas ortogona- 
les (œ, B) en un estator cilíndrico y un rotor de polos salientes f, con un devanado a lo largo 
de la pieza magnética. Se desconocen las dimensiones, los materiales de construcción y sus 
características. Determine: 


1. El modelo matemático completo del convertidor mediante inspección del diagrama ilustra- 
do en la figura 2.22. Puede considerar que las variaciones de la reluctancia son aproxima- 
damente sinusoidales. El número de vueltas de las bobinas son diferentes, Na = Ng # Ny. 


2. Los ensayos necesarios para determinar los parámetros del modelo desarrollado. 
Solución: 


1. El modelo matemático completo del convertidor mediante inspección del diagrama ilus- 
trado en la figura 2.22. Puede considerar que las variaciones de la reluctancia son apro- 
ximadamente sinusoidales. El número de vueltas de las bobinas œ y B son iguales, Na = 


Np # Ny. 


El modelo de la máquina determinado por inspección implica la representación matemá- 
tica de las inductancias propias y mutuas en función de la posición angular del rotor 6. 
En la figura 2.23 se muestra la dependencia de las inductancias propias del estator Ly y 
Lg, mutuas entre las bobinas œ y Bdel estator Lag, los acoplamientos mutuos entre las 
bobinas del estator y rotor, Lar y Lg, así como la inductancia propia del rotor £f. El 
período de repetición de las inductancias propias y mutuas del estator dependen del doble 
del ángulo @ debido a que con cada giro de 7 de la posición del rotor, las reluctancias 
se repiten. Los acoplamientos estator-rotor tienen un comportamiento diferente porque la 
polaridad relativa entre las bobinas invierten su signo con un giro de 7 en la posición del 
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Eje a 


Figura 2.22 Convertidor rotativo 


rotor. La inductancia del rotor es constante debido a que el estator es cilíndrico y por lo 
tanto la permeanza de la bobina rotórica f, es independiente de la posición angular 0.4 


Las expresiones analíticas de estas inductancias obtenidas por inspección se pueden re- 
presentar de la siguiente forma aproximada: 


La(0) = Ley +Le2cos20 4+ --- 
T 
Lg (0) ~Lei + Ler cos 2(6 — ED 


Lap (0) = Lo + Los cos2(0 + =) dscns 
Laf(0) = LepcosO +--- 
Lgy(0) SLofsin0 +--- 

Ls(0) = Ly = cte. 


Una vez conocidas las funcionalidades de las inductancias con la posición, las ecuaciones 
del convertidor electromecánico se obtienen directamente: 


Vo Re O O0 la La (6) Lop (9) Laf(0) la 
vB = O Re 0 ip +p Lap() Lp (9) Lpr(9) ip 
VF 0 0 Ry lf Lat (9) Lp (9) Ls lf 


Un observador ubicado en el rotor no percibe cambios del entrehierro a medida que la pieza gira. En el estator 
sucede lo contrario, el observador detecta mínimo entrehierro cada vez que el eje magnético positivo o negativo 
del rotor pasa por el frente. 

Las funciones de las inductancias con respecto al ángulo 6 son periódicas y es posible utilizar series de Fou- 
rier para representarlas mediante senos y cosenos. En este caso se ha truncado la serie en la primera armónica 
espacial. 
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Figura 2.23 Inductancias del convertidor 


t 


La(@) Lag(0) Lar(0) la 
1)’ | 9 a ap af de de 
E Bl Lap(@) Lp(@) Lgr(0) ig {= mtJ—a +P a 
if Lar(0) Lgp(0) Ly if 


2. Los ensayos necesarios para determinar los parámetros del modelo desarrollado. 


Es necesario determinar las inductancias propias y mutuas del modelo para lo cual hay 
que diseñar un ensayo que permita reproducir el gráfico 2.23. Las inductancias propias 
se miden aplicando corriente en la bobina y midiendo el enlace de flujo que se produce. 
La medida directa del flujo requiere dispositivos invasores dentro del entrehierro, por esta 
razón es preferible aplicar una tensión alterna en la bobina de prueba y medir la corriente 
que consume para una posición fija 0. El enlace de flujo en la bobina se obtiene por inte- 
gración de la fuerza electromotriz inducida: 


v(t) = VZV cos ot ; i(t) = V2Icos(@t—o) => 
V cos ot = RI cos(a@t — ¢)+ @L(0)Isin(@t—¢) => 


L 
V coset = \/R2 + (@L(8))21 -cos(or — $ +arctan 2 ~ = 


Iva | X R 


La expresión 2.84 determina la inductancia propia para una posición fija O del rotor mi- 
diendo la resistencia de la bobina R, la tensión efectiva aplicada V, la corriente efectiva / 
y la frecuencia angular @ = 27 f. 
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II.8 


1, 


2. 
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Las impedancias mutuas estator-estator o estator-rotor deben medirse aplicando tensión 
alterna en la bobina excitadora y y midiendo la fuerza electromotriz inducida en la bobina 
de prueba x, para cada posición angular O fija: 


a 


Ax = Lny(@)-iy => vx =Lyy (0): T; 


La corriente i, se obtiene alimentando la bobina y con una fuente de tensión v, tal como 
se hizo en el caso de inductancia propia: 


i(t) = V21, cos(@t — oy) 


Vy oL, (0 
= — arctan y(8) 


040) ento) 
y Ry + (@Ly(8))? al 


V2V,cos(wt-— (+) = v21y0L;y(0) -cos(@t — by — 5) 
1 V Z (0) Vy Vy 
00) = ZVB OG = a yo 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


l = 


En la figura 2.24 se ha representado un convertidor electromecánico compuesto por un 
electroimán y su yugo. El electroimán tiene una bobina de 1.000 vueltas, alimentada con 
una fuente de corriente alterna de 100V efectivos y su resistencia es de 5 Q. En el yugo 
existe otra bobina de 500 vueltas que se encuentra en cortocircuito y posee una resisten- 
cia de 100. El yugo tiene una masa de 250g y está conectado mediante un resorte de 
104 Nm a un sistema inercial. En la posición de reposo del resorte, el yugo se encuentra a 
5mm del electroimán. La sección transversal del material electromagnético es de 25 cm? 
y la longitud media del camino magnético —sin considerar el entrehierro— es de 48cm. La 
permeabilidad relativa del material magnético es 2.000. El material se considera lineal en 
todo el rango de la densidad de flujo. En estas condiciones determine: 


a) La relación entre los enlaces de flujo y las corrientes en función de la posición del 
yugo. 
b) Las ecuaciones dinámicas completas del convertidor. 


c) La solución en régimen permanente, considerando que la inercia mecánica del siste- 
ma elimina las vibraciones mecánicas del yugo —posición de equilibrio. 


d) La potencia de pérdidas del convertidor en régimen permanente. 


El convertidor electromecánico que se muestra en la figura 2.25 está compuesto por un 
condensador, una fuente de tensión alterna de 100V pico, una pieza móvil que entra en el 


11.8 Ejercicios propuestos 


Figura 2.25 Diagrama esquemático del ejercicio N.° 2 


interior del condensador y un resorte que lo conecta a un sistema inercial, cuya posición 
de equilibrio es xy = 5cm. La masa de la pieza móvil es de 10 g. La constante k del resorte 


es de 0,3 x. La separación de las placas cuadradas es de 1,0cm, siendo cada uno de sus 


lados de 10cm. La permitividad relativa e, de la pieza móvil es 5,0. La frecuencia de la 
fuente es de 60 Hz. En estas condiciones determine: 


a) La fuerza eléctrica sobre la pieza móvil utilizando el concepto de coenergía. 
b) La fuerza eléctrica sobre la pieza móvil utilizando el concepto de energía. 
c) Las ecuaciones dinámicas completas del convertidor. 

d) La solución analítica de régimen permanente. 


e) La amplitud de la tensión si la pieza móvil se desplaza 5cm de su posición de equi- 
librio.* 


6 Sugerencia: Q = C-e; C = ed; 


d? 


V.D=p;e= [Edl;D = €E. 
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Figura 2.26 Diagrama esquemático del convertidor electromecánico del ejercicio N.° 4 


3. La máquina que se muestra en la figura 2.22 posee dos bobinas en el estator con Nz vueltas 
cada una y un devanado en el rotor con Ny vueltas. Las dos bobinas del estator tienen la 
misma resistencia Re y se alimentan mediante dos fuentes sinusoidales de tensión desfa- 
sadas 5 y cuya frecuencia es 0%. El rotor tiene una resistencia Ry y se alimenta mediante 
una fuente de corriente constante de valor /,. Las dimensiones y los parámetros del con- 
vertidor electromecánico de energía son bien conocidos. Determine: 


a) Las ecuaciones completas” del convertidor expresadas en forma canónica (px = 
Ax + Bu). 


b) La condición necesaria para obtener par promedio diferente de cero cuando el equipo 
se encuentra operando a velocidad constante en régimen permanente (Om = cte). 


c) Repita la pregunta anterior si el rotor está en cortocircuito (v, = 0). 


d) Repita el ejercicio considerando que la bobina del rotor está abierta (i, = 0). 


4. En el diagrama de la figura 2.26 se tiene un electroiman y una pieza magnética que pue- 
de atravesar el entrehierro a diferentes velocidades. Utilizando diagramas de energía y/o 
coenergía en el campo, determine el trabajo realizado por el sistema en las siguientes 
condiciones: 


a) Cuando la pieza cruza el entrehierro a una velocidad extremadamente reducida (prác- 
ticamente cero). 


b) Cuando la pieza cruza el entrehierro a una velocidad extremadamente rápida (prác- 
ticamente infinita). 


c) Cuando la pieza cruza el entrehierro a una velocidad intermedia. 


d) Determine las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento del convertidor. 


5. Repita el ejemplo N.° 1, figura 2.24, considerando una característica de magnetización 
B(H) no lineal, tal como se ilustra en la figura 2.27. En estas nuevas condiciones determine: 


i Internas y externas. 
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BA 
H=Ho 
=2000 1, 
LOTA | aoe 
saturada 


zona | 
lineal : 


> y 
398 A— vuelta 


Figura 2.27 Característica B(H) del material magnético del convertidor 


a) La relación entre los enlaces de flujo y las corrientes en función de la posición del 
yugo. 
b) Las ecuaciones dinámicas completas del convertidor. 


c) La solución en régimen permanente, considerando que la inercia mecánica del siste- 
ma elimina las vibraciones mecánicas del yugo (posición de equilibrio). 


d) La potencia de pérdidas del convertidor en régimen permanente. 
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CAPÍTULO HI 


Circuitos acoplados magnéticamente 


En los dos capítulos precedentes se desarrollaron las bases generales para el análisis de los 
convertidores electromecánicos de energía mediante las ecuaciones que describen el comporta- 
miento físico y el equilibrio energético de estos sistemas. Los balances energéticos presentados 
en el capítulo II constituyen un método simple que permite el análisis cualitativo de las máqui- 
nas eléctricas. Esta metodología requiere la determinación de las inductancias propias y mutuas 
entre las diferentes bobinas para poder obtener las ecuaciones diferenciales que rigen el com- 
portamiento de estos dispositivos. En este capítulo se estudia las relaciones electromagnéticas 
existentes entre las diferentes bobinas de un circuito acoplado magnéticamente, así como el com- 
portamiento transitorio de estos circuitos, considerando que los devanados se encuentran fijos 
en el espacio. El medio magnético se considera con permeabilidad u, constante y homogénea. 
En todo el capítulo se asume linealidad entre el flujo magnético y las corrientes. 


111.1 DEFINICIONES BÁSICAS 


En primer lugar se considera el diagrama de la figura 3.1 en la cual se han representado n 
circuitos magnéticamente acoplados. En el circuito k se coloca una fuente de tensión vz, que 
inyecta en esa bobina la corriente ix. 


Las líneas de la figura 3.1, representan la distribución del flujo cuando se excita la bobina k. El 
flujo total que enlaza la bobina k se representa por (xx y se puede descomponer en dos flujos: 


Donde: 


Omk es el flujo que enlaza a las otras bobinas 


Pik es el flujo que enlaza solamente a la bobina k 
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1 
a 
E n 2 
n J 
Figura 3.1 Representación del flujo propio 
De esta forma, se establece: 
Pik = Ómk + Pik (3.1) 


En la figura 3.2 se representa el caso contrario, donde todas las bobinas estan excitadas, menos 
la bobina k. 


El flujo mutuo que enlaza la bobina k, debido a la excitación de las otras bobinas, se denomina 
mx y comprende n — 1 componentes: 


uk = Y dr (3.2) 


V ¡Ak 


En la ecuación 3.2, ( ¡ representa el flujo mutuo producido por la bobina j que enlaza a la bobina 
k. Por superposición, el flujo magnético total enlazado por la bobina k es: 


i = Prk + OMK = ik + Omk + OMK = O + Omk + Y Ej (3.3) 
Vixk 


Los enlaces de flujo correspondientes son: 


Ak = Nudie = Ate + Ame + Y A (3.4) 
ViFk 


Si los enlaces de flujo de la ecuación 3.4 se expresan en función de la permeanza magnética y 
de las corrientes de excitación de las bobinas, se obtiene: 
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$ 
a 
Pr y 1 
1 
Piz n 
yo 
Pin Py i 
n E 2 
y y 
A 
n v J 
Figura 3.2 Representación de los flujos mutuos 
Mk = Nie = PrN eit (3.5) 
Ami = Ne dmk = Bi Ni ik (3.6) 
Nj = NOx j = Pg NeNjij (3.7) 
Se pueden definir las siguientes inductancias: 
N; 

by QN; = ce (3.8) 

NÓ mk 
Link = PrNe = Kf : (3.9) 

Ik 
N 

Ly = (Pre + Prk) Ne = — (3.10) 


Donde Lj, es la inductancia de dispersión, Lmg es la inductancia de magnetización y Ly es la 
inductancia propia. Las inductancias mutuas se definen como: 


NkỌkj 

My; = PeNiN; = A (3.11) 
J 
N; A 

My =P ¡Ni = ae (3.12) 
Ik 


89 


Capitulo III Circuitos acoplados magnéticamente 
Como las permeanzas P;; y Pix son iguales, se demuestra que: 


M; = Mix (3.13) 


Si se expresa la ecuación 3.4 en términos de las inductancias definidas en 3.8, 3.9, 3.10, 3.11 y 
3.12 se obtiene para la bobina k: 


Ag = Lrir+ Y, Muji; (3.14) 
Vitk 


La ecuación 3.14 se puede escribir en forma matricial para todas las bobinas del sistema: 


Ay Lı Mp + Mix © Min iy 
Ar Ma Ly + Ma =- Mon in 
2 : vey : ... : ; 3.15 
Àk Mpy Me > Lk => Mu ik oa) 
Àn Mni Mn i Mnk ASES Ln In 
La ecuación 3.15 en forma compacta se escribe así: 
[A] =[£] li] (3.16) 


111.2 ECUACIONES DE TENSIÓN 


La tensión instantánea aplicada en la bobina k del sistema acoplado magnéticamente de las 
figuras 3.1 y 3.2 es: 


vk = Rgik + pag (3.17) 


En la ecuación 3.17 el operador p se refiere a la derivada con respecto al tiempo £, Para las n 
bobinas acopladas se cumple: 


[v] = [R] [i] + [Z] p [i] = CR] + [L] p) [i] (3.18) 


Donde: 


[R] es una matriz diagonal 
[L] está definida por la ecuación 3.15 
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11.3 COEFICIENTES DE ACOPLAMIENTO Y DISPERSIÓN 


Multiplicando las ecuaciones 3.11 y 3.12 término a término, se obtiene: 


jk ii j l 
De la ecuación 3.10 se puede deducir que: 
Ne He  Ni_ Lij (3.20) 
ik Ok ij 0j 
Sustituyendo 3.20 en 3.19 se obtiene: 
Oir Or; 
M2, = LL, (3.21) 
HE bj 


El cociente de los flujos representa la fracción del flujo total propio de la bobina k que enlaza a 
la bobina j. Estos coeficientes son constantes y se definen como: 


— Pe. Na 
= => 

Pre 05; 
En 3.22, kk y kj se denominan factores de acoplamiento e indican la cantidad de flujo existente 
entre las dos bobinas. A medida que decrece la separación entre las bobinas, se incrementa el 


valor del coeficiente de acoplamiento. El valor máximo teórico para un acoplamiento perfecto 
es la unidad. 


ki (3.22) 


Reemplazando las definiciones de 3.22 en la ecuación 3.21 se obtiene: 


Mi = kjkkLjLe => Mi= y kjkky/LjLk (3.23) 


En la ecuación 3.23, a la media geométrica de los factores de acoplamiento se le denomina 
coeficiente de acoplamiento entre la bobina j y la bobina k, kjg y puede variar entre los valores 
cero y uno, Otro coeficiente ampliamente utilizado es oj, O coeficiente de dispersión y queda 
definido por: 


Oj =1— kh (3.24) 
Como: 
M jk = ki y LjLx (3.25) 
Por lo tanto, sustituyendo 3.25 en la ecuación 3.24 se obtiene: 
M2 
jk 
oie Pl 3.26 
O ik lji; ( ) 
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M 
i i 
Zh Pye Èe 
: 4 $ i 


Figura 3.3 Transformador de dos devanados 


II.4 EL TRANSFORMADOR COMO CIRCUITO ACOPLADO 


En la figura 3.3 se presenta un transformador de dos devanados. Cada bobina posee una induc- 
tancia propia de valor £L; y Lz respectivamente, una inductancia mutua M y una resistencia propia 
en cada bobina, Ry y Ro. 


Aplicando la ecuación 3.18, se obtiene: 


vi Ri 0 i 1 Li M i 1 
a ]= [0 me |fe d+ ZAJN ea 
Despejando la derivada de las corrientes con respecto al tiempo, se transforma la ecuación dife- 
rencial 3.27 a su forma canónica: 


pil ==) [R] [i + ED M (3.28) 
En forma explícita el sistema representado en la ecuación 3.28 es: 
i 
igg M A Ri 0 11 vı 
Ke. ela e? 


Considerando que los dos devanados del transformador son idénticos se obtiene Lı = L2 = L y 
Rı = R2 =R. Con estas condiciones y evaluando la matriz inversa de la ecuación 3.29 se obtiene: 


y | R L —M 11 1 L -M vı 
JE | M L ta -M_L ||] 8 
Los valores propios de la matriz característica del sistema de ecuaciones diferenciales lineales 
de primer grado se pueden calcular a partir de: 


det {{A] —y[D) =0 (3.31) 


Reemplazando la matriz característica de la ecuación 3.30 en 3.31: 
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R L—y -M 
| a roy | po (3.32) 
Calculando el determinante de la ecuación 3.32 se obtiene: 
2RL R? 
Yt pe! pp =? a 


El polinomio de segundo grado en y 3.33, también denominado polinomio característico, posee 
dos raíces que corresponden a los autovalores de la matriz característica [A]: 


R 1 
A a a 3.34 
Yı EM a (3.34) 
R 1 
ae e an (3.35) 


Donde: 


Ty es la constante de tiempo de magnetización [s] 
Tr es la constante de tiempo de fuga o dispersión|s] 


Como L y M son valores positivos, y, es mucho mayor que y; si el coeficiente de acoplamiento 
mutuo k12 es cercano a la unidad. De la ecuación 3.25 se obtiene para el transformador de la 
figura 3.3: 


M = kpv Lila = ki2L (3.36) 


A partir de 3.34, 3.35 y 3.36, se determinan Ty y Tr como: 


L+M L 
= (J thy) = 37 
TM R (1+ Bia (3.37) 
L—M L 
A E M a 
TF 7 ( ilg (3.38) 


Para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 3.27, se determina la solución homogénea 
a partir de los autovalores y autovectores de la matriz característica, calculados mediante las 
expresiones 3.34 y 3.35. La solución completa se obtiene superponiendo a la solución homogé- 
nea la solución particular y determinando los coeficientes constantes a partir de las condiciones 
iniciales del problema. La solución homogénea del problema es: 


lih (t) Ae”! + Be 
12h (t) = CeM + De (3.39) 
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Los coeficientes indeterminados A, B, C y D no son arbitrarios, se obtienen a partir de los au- 
tovectores de la matriz caracteristica. Para calcular los autovectores es necesario resolver el 
sistema de ecuaciones: 


114] — v [1] + [vi] = [0] (3.40) 


Aplicando la ecuación 3.40 para el primer autovalor y: 


RL R RM 
Pag M ui R E | = | A | (3.41) 
12-M “TM + TM C 0 
El sistema 3.41 se puede reducir a: 
RM 1 -—1 A 0 
-azl 1 1 alta Ce 
Del sistema 3.42 se observa que A = C. Del autovalor y, de la matriz característica, se determina 
el segundo autovector: 
RM 1 1 B 0 
ml: PEH a 
A partir de 3.43 se obtiene que B = —D. Sustituyendo los autovectores correspondientes en la 
ecuación 3.39: 
iih (t) = Ae rm! + Be rm 
: E a R; 
0) = G © im (3.44) 


Si el sistema no esta alimentado por fuentes forzantes y se sustituyen en 3.44 las condiciones 
iniciales i; (0) = 1 e i2(0) = 0: 


I = A+B 
= A-B (3.45) 
La solución del sistema 3.45 es: 
1 
A=B= 7! (3.46) 


Reemplazando el resultado 3.46 en la ecuación 3.44, se obtiene la siguiente solución: 
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Corriente 
I 10 


Figura 3.4 Corrientes en el transformador 


i, OR L-M LZMOR, i, 
> | == < 
i Mi e 


Figura 3.5 Circuito equivalente del transformador de dos bobinas 


I I 

(0) = se TH ea 
I I 

inn (t) = q = seem 


tiempo 


(3.47) 


En la figura 3.4 se observa el diagrama en el tiempo de las corrientes en el primario y secundario 
del transformador. 


El circuito de la figura 3.5 satisface la ecuación 3.27 para el transformador de la figura 3.3. Para 
obtener las ecuaciones homogéneas de este circuito equivalente es necesario cortocircuitar los 
dos puertos del transformador. 


En la figura 3.6(a) se presenta una interpretación en el circuito equivalente del transformador, 
de la constante de tiempo de magnetización. Si se unen los puntos a y b de la figura, entre estos 
puntos y tierra, la constante de tiempo del circuito es: 
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P 


L-M=L; 


(a) Circuito de magnetización 


R Lp Lp R 
m 


(b) Circuito de fuga 


Figura 3.6 Constante de tiempo del circuito magnético 


1 

5sLr+M Lr+2M L+M 

J F 
Tu = = ZA -l 3.48 
M TR R R (3.48) 
En la figura 3.6(b) se presenta el circuito equivalente para la constante de tiempo de fuga. En 
este caso se desprecia la inductancia mutua M del circuito equivalente: 


Lo — M 
Ae 3.49 
TF R R (3.49) 


Una forma mas directa para calcular la respuesta transitoria y permanente de sistemas acoplados 
magnéticamente consiste en aplicar la Transformada de Laplace. Si al sistema 3.27 se le aplica 
esta transformación, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas: 


Vi (s) T Ri 0 i (s) Lj M l (s) 
Eos | -| 0 Rs | Be im na |*| ns) 20) 
Agrupando el vector de corrientes y sustituyendo los valores del transformador de la figura 3.4: 
Vi (s) O R+sL sM l(s) (3.51) 
Vals) | | sM R+sL | | h(s) i 
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A partir de la ecuación 3.51, se puede determinar la transferencia transitoria de tensiones en 
el secundario de un transformador. Si el transformador se encuentra en vacío, la corriente del 
circuito secundario iz es cero y por tanto h(s) es cero también. En estas condiciones: 


Vi(s) =(R+sL)K (s) (3.52) 


Vo(s) =sMI(s) (3.53) 


Dividiendo la ecuación 3.53 por la ecuación 3.52 se obtiene la función de transferencia opera- 
cional entre las tensiones secundaria y primaria del transformador: 


Vals) sM 
Vi(s) R+sL ey 


Si se aplica un escalón de tensión en la bobina primaria, la tensión secundaria se calcula a partir 
de la ecuación 3.54 como: 


(3.55) 


Antitransformando la ecuación 3.55: 


M 
v(t) = = = kV e me (3.56) 


La ecuación 3.56 se ha determinado haciendo uso de la definición del coeficiente de acopla- 
miento mutuo de la ecuación 3.19. En la figura 3.7 se representa la respuesta al impulso del 
transformador de dos devanados con el secundario en vacío. 


Si se aplica al transformador una tensión sinusoidal en el primario en lugar de un escalón, para 
el tiempo mayor o igual que cero, se tiene: 


oV 
t)=Vsinot > V = 5 , tt >0 3.57 
vı (t) sin i(s) 2p E (3.57) 
Sustituyendo la ecuación 3.57 en 3.54 se obtiene: 
oMV s 
Vals) = —— 5 3.58 
Reagrupando la ecuación 3.58 en fracciones parciales y antitransformando: 
oMV R R 
v(t) = ———= ES + Osinot + cost (3.59) 
L(0+5) LL L 


La ecuación 3.59 representa una respuesta sinusoidal en régimen permanente superpuesta a un 
decaimiento exponencial similar al obtenido en la ecuación 3.56, cuando se aplica un escalón de 
tensión al primario del transformador. 
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IIL.5 


ll. 


111.6 


1. 


98 


7 v,(t) 


] v(t) 


-0.2 +m __ =>_e—em- AAA tepo 
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 


Figura 3.7 Respuesta en el tiempo del transformador al escalón de tensión 


SUMARIO 


Las máquinas eléctricas están constituidas en general por varios circuitos acoplados mag- 
néticamente. Su comportamiento electromagnético puede ser estudiado mediante la técni- 
ca de autovectores y autovalores o a través de la Transformada de Laplace, si el convertidor 
es lineal, o cuando se linealiza su comportamiento en torno a un punto de operación. 


. Si la máquina no es lineal y es necesario evaluar sucomportamiento a grandes perturbacio- 


nes, las ecuaciones diferenciales deben ser integradas por métodos numéricos tales como 
los algoritmos de Simpson, Euler, Euler Modificado, Regla Trapezoidal, Runge Kutta de 
varios Órdenes o mediante métodos de predicción y corrección de error como el de Adams 
o el de Adams-Merson. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


El circuito magnético acoplado que se ilustra en la figura 3.8 posee tres bobinas con 100, 
200 y 300 vueltas respectivamente. El circuito magnético que cierra las tres bobinas tiene 
una longitud media de 60cm, un área de 25 cm? y una permeabilidad relativa u, de 1.000. 
Las tres bobinas están constituidas por conductores de cobre del mismo diámetro (2mm? 
y 1,75 x 108Qm). El flujo de dispersión de cada bobina es proporcional a su respectivo 
número de vueltas y el coeficiente de acoplamiento entre la bobina de 100 y 200 vueltas 
es 0,95. Determine: 


a) Las resistencias e inductancias propias y mutuas de este transformador. 


b) Los respectivos coeficientes de acoplamiento y dispersión. 


III.6 Ejercicios propuestos 


3 N,=100 
N,=200 

= N,=300 
u,=1000 


Figura 3.8 Circuito magnético con tres bobinas acopladas 


i kyvL,L, R i 
e Ry > 4 2 Pi 


Figura 3.9 Diagrama esquemático del autotransformador 


c) Las constantes de tiempo del circuito si la bobina de 100 vueltas está en cortocircuito 
y las otra dos bobinas se conectan en serie pero en contrafase (polaridad opuesta), 
excitadas con una fuente sinusoidal de 50 V efectivos. 


d) La corriente resultante en cada bobina si se excita en el instante inicial la bobina de 
100 vueltas con 12V continuos, mientras que las otras dos bobinas están cortocircui- 
tadas independientemente. 


2. En la figura 3.9 se representa un transformador de dos devanados conectado como au- 
totransformador. Se desea hacer un análisis lo más detallado posible de la operación en 
régimen permanente y transitorio de este convertidor. La carga del autotransformador es 
un condensador y se excita mediante un escalón de tensión continua en la entrada. De- 
termine las corrientes y tensiones permanentes y transitorias tanto en la entrada como en 
condensador. 
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CAPITULO IV 


Máquinas eléctricas rotativas 


Las máquinas eléctricas se han desarrollado en un frenético proceso evolutivo que comienza a 
mediados del siglo XIX y que aún continúa en la actualidad. Innumerables patentes de conocidos 
inventores tales como Edison y Tesla, entre muchos otros, realizaron contribuciones significa- 
tivas que lograron eficacia y eficiencia en la conversión electromecánica de energía. Después 
de todo este proceso, las máquinas convencionales presentan características comunes que per- 
miten generalizar la descripción matemática de su comportamiento mediante las herramientas 
discutidas en los dos capítulos anteriores. Los modelos analíticos de las máquinas eléctricas con- 
vencionales pueden ser notablemente simplificados cuando se realizan las hipótesis apropiadas 
y se utilizan transformaciones de las coordenadas de las variables de estado, a sistemas de coor- 
denadas donde el comportamiento de estos convertidores se independiza de la posición angular 
del rotor. 


IV.1 CARACTERISTICAS COMUNES 


Las máquinas eléctricas rotativas convencionales presentan generalmente las siguientes caracte- 
rísticas comunes: 


1. Poseen un eje mecánico a través del cual se realiza el intercambio de energía. 
2. Tienen una pieza estática o inmóvil denominada estator. 


3. Disponen de una pieza móvil denominada rotor en el caso particular de las máquinas 
cilíndricas. 


4. Generalmente son cilíndricas. 
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conductor B 


Figura 4.1 Conductor en condiciones óptimas de operación 


estator 


Figura 4.2 Configuración cilíndrica de los conductores en una máquina 
5. El flujo en el entrehierro de la máquina es periódico. 


Para obtener la mayor fuerza eléctrica posible, al estudiar el conductor en presencia de un campo 
magnético, resulta conveniente que su velocidad de desplazamiento y el campo magnético se 
encuentren perpendiculares entre sí. Además, de esta forma la fuerza electromotriz e aparece 
disponible en el sentido del conductor, tal como se puede observar en la figura 4.1. 


La mayor parte de las máquinas eléctricas convencionales son cilíndricas porque en esta geo- 
metría se obtiene una disposición de todos los conductores en la cual la velocidad, el campo 
magnético y los conductores son perpendiculares entre sí. En la figura 4.2 se muestra un diagra- 
ma de este tipo de configuración. 


En la superficie de revolución o manto del cilindro, se encuentran los conductores dispuestos en 
forma axial y simétrica. La simetría evita vibraciones en la máquina, pero además es necesario 
que la corriente se distribuya uniformemente por todos los conductores. 


En una máquina cilíndrica se garantiza la periodicidad del flujo porque la divergencia de la 
densidad de campo magnético es nula (V - B = 0). En otras palabras, todo el flujo que penetra la 
superficie cilíndrica sale de ella como se ilustra en la figura 4.3. 


Ahora bien: 


$ = dọ (4.1) 
0 
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P, 


n 


PAP, 
V-B=0 


Figura 4.3 Flujo entrando y saliendo de un cilindro 


Donde: 
dọ =B-ds (4.2) 
De la figura 4.3 se puede deducir que: 
ds =r-1-£d0 (4.3) 
Y sustituyendo 4.3 en 4.2: 
dọ =B-ñ-r:1d0 (4.4) 


Como todo el flujo que penetra en el cilindro es igual al que sale de él: 


27 27 
/ o Eo ai B-ds=0 (4.5) 
0 0 


A partir de la ecuación 4.5 se determina que el diferencial de flujo en un período de revolución 
del cilindro es cero. Por lo tanto, la distribución del campo magnético B en función del ángulo, 
es periódica y existe alternancia en el signo del campo. Por otra parte, a partir de la expresión 
4.5 se determina que para anular la integral en un período completo, las áreas positiva y negativa 
de la función densidad del campo magnético B en función del ángulo tienen que ser iguales, tal 
como se observa en la figura 4.4. 


Como la distribución de la densidad de campo B en función del ángulo es periódica, se puede 
descomponer en series de Fourier espaciales. En la figura 4.5 se ha representado la primera 
armónica o componente fundamental del campo, suponiendo que éste presenta simetría impar. 
Para calcular el valor de la densidad de campo correspondiente a la primera armónica en el punto 
6 de la figura 4.5, se tiene: 


Bı (8) = Bj max’ Cosd (4.6) 
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Área (+) + Área (-) =0 


Área (+) 


Figura 4.4 Distribución de la densidad de campo B en un cilindro 


Figura 4.5 Primera armónica de la densidad de campo B 


Donde Bi max es la amplitud del campo B,. En la figura 4.5 se ha representado la distribución 
del campo alrededor del cilindro. 


IV.2 BOBINAS ORTOGONALES 


Cualquier distribución sinusoidal en el espacio de la densidad de campo, puede ser obtenida a 
partir de la suma vectorial de dos componentes ortogonales tales como By y Bg de la figura 4.6. 
Dado que B;es sinusoidal, la distribución de los campos By y Bg también deben ser sinusoida- 
les. En las máquinas eléctricas convencionales se distribuyen los conductores en la periferia de 
la máquina para que al inyectar las corrientes ig e ig que se muestran en la figura, la configura- 
ción espacial del flujo en la periferia del cilindro resulte aproximadamente sinusoidal. En esta 
figura se han representado dos bobinas colineales con los ejes a y P respectivamente, cuyo eje 
magnético coincide con la amplitud de la distribución espacial del campo. Cuando por cualquie- 
ra de las bobinas circula corriente, se produce un campo en toda la periferia de la máquina, cuya 
amplitud se encuentra orientada según su respectivo eje. 


En general Bg es un vector que representa la magnitud y dirección de la primera armónica del 
campo en el cilindro según el eje œ. Bg es el vector que representa la amplitud y dirección de la 
primera armónica del campo según el eje f. Por lo tanto: 
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B, 4° 


A 
d B.(0)=B,(0)+B,(0) 


Figura 4.6 Distribución espacial del campo en el cilindro 


Bi max = Ba +Bg (4.7) 


Tanto Bg como Bg tienen un solo grado de libertad, es decir, solamente puede variar en magnitud 
O signo, pero no en dirección. Las dos componentes poseen el mismo período espacial y se 
encuentran en cuadratura, según la posición relativa de los devanados. Para obtener cualquier 
valor de Bg o Bs, es suficiente con ajustar las corrientes ig e ip. Estas consideraciones son 
válidas tanto para el rotor como para el estator de las máquinas eléctricas rotativas. 


IV.3 MULTIPLES PARES DE POLOS 


Cuando se analiza la distribución del flujo en la máquina, se observa que en una zona de los 27 
radianes, el campo es positivo —el flujo sale de la superficie— y en el resto del cilindro es negativo 
-el flujo penetra en la superficie del cilindro—. La zona del cilindro en el cual hay salida del flujo 
se define como polo norte y la región por la cual penetra el flujo a la superficie se define como 
polo sur. En la figura 4.7 se ilustra el polo norte y sur de un cilindro elemental excitado por dos 
conductores. 


Las máquinas eléctricas pueden ser diseñadas de tal manera que en el desarrollo de 27 radianes 
existan varios polos norte y varios polos sur. En la figura 4.8 se muestra un ejemplo de un cilindro 
en el cual existen dos polos norte y dos polos sur alternados entre sí. Esta situación corresponde 
a una máquina con dos pares de polos, pero se puede repetir con cualquier cantidad de pares 
de polos. Como en las máquinas eléctricas cada par de polos se repite exactamente igual, es 
suficiente analizar el primer par de polos y extender los resultados obtenidos a la totalidad de la 
máquina. 


En una máquina con múltiples pares de polos se definen ángulos eléctricos y mecánicos. Los 
ángulos mecánicos o ángulos físicos son los que se han utilizado en todo el análisis y son ángulos 
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Norte 


Sur 


Figura 4.7 Polo norte y sur de un cilindro 


Figura 4.8 Cilindro con dos pares de polos 


IV.3 Multiples pares de polos 


Figura 4.9 Definición de ángulos eléctricos y mecánicos 


reales. Para definir los ángulos eléctricos se acota un paso polar de la máquina, es decir la zona 
comprendida por un par de polos y se define este ángulo mecánico como 27 radianes eléctricos. 
En la figura 4.9 se ilustra este concepto con una máquina de tres pares de polos. Entre 0 y s 
radianes mecánicos se definen 27 radianes eléctricos. 


Si se define como p el número de pares de polos de la máquina, entonces: 


0. = Dp * On (4.8) 


Mediante la ecuación 4.8 se puede estudiar la configuración y operación de una parte de la 
máquina, recordando que en el resto se repite el proceso tantas veces como número de pares 
de polos p tenga el convertidor. Para calcular el par, es necesario recordar que cada uno de los 
elementos de repetición produce un par idéntico, por lo tanto, el par total en el eje mecánico de 
la máquina real se calcula como: 


Tiotal =p: To (4.9) 


El rotor y el estator de una máquina deben tener siempre el mismo numero de pares de polos, 
porque en caso contrario no es posible producir par promedio neto diferente de cero. En la figura 
4.10 se muestra un ejemplo de esta situación. En la máquina (a) los polos norte y sur intentan 
alinearse para reducir al mínimo posible la longitud de los enlaces de flujo y, por lo tanto, la 
energía almacenada en el campo. En la máquina (b) se producen pares iguales y opuestos, y por 
esta razón el par total sobre el eje es nulo. 


En los análisis de los capítulos posteriores, se considera siempre un par de polos extendido a 27 
radianes eléctricos. No se utiliza un índice específico para diferenciar los ángulos eléctricos de 
los ángulos mecánicos. En los casos en que es necesario, se indica en las expresiones el número 
de pares de polos p de la máquina en estudio. 
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(a) 


Figura 4.10 Máquina con iguales (a) y diferentes (b) números de pares de polos en el rotor y en 


el estator 
carcasa 
. estator 
entrehierro 
rodamiento 
rotor 
chaveta 
eje 
rotor 
rodamiento 
conductores 
estator 
Figura 4.11 Partes de una maquina eléctrica rotativa 
IV.4 LA MAQUINA GENERALIZADA 


Las máquinas eléctricas rotativas poseen características comunes entre sí y en general se ase- 
mejan al modelo representado en la figura 4.11. En algunas ocasiones el elemento interior de la 
máquina es fijo y el exterior, móvil. Incluso pueden ser móviles los dos elementos; pero lo más 
característico de las máquinas eléctricas rotativas es la existencia de dos superficies cilíndricas 
con movimiento relativo entre una y otra. 


El flujo puede ser descompuesto en dos componentes ortogonales œ y $. Para representar el flujo 
producido en el rotor se inyectan corrientes en las bobinas œ, y B,, fijas en el rotor. El flujo del 
estator se obtiene inyectando corrientes en las bobinas Œe y Be fijas en el estator. Estos devanados 
no tienen necesariamente existencia física, pero pueden reproducir los campos en el interior de 
la máquina. La posición relativa entre el rotor y el estator queda determinada mediante el ángulo 
0, medido entre los ejes magnéticos Œe y Œr respectivamente. 


La máquina eléctrica generalizada posee cuatro ejes eléctricos Œe, Œr, Be y Pr por los cuales se 
inyectan las corrientes y un eje mecánico o eje de giro. El flujo en el entrehierro de la máqui- 
na cambia su distribución cuando varían las corrientes igr, i Br: tae € ige. En la figura 4.12 se 
representa el esquema de las bobinas ortogonales de la maquina generalizada. 
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estator 


Figura 4.12 Esquema de la maquina generalizada 


Definiendo a Tm como el par mecánico en el eje de la máquina, las ecuaciones de la máquina en 
forma matricial compacta son: 


bh] = [R][9+0 [7(0)] [i] + [L(0)1 ld 


Tn = 77 TO) +48 +0 (4.10) 


En el sistema de ecuaciones 4.10, p es el coeficiente de fricción y J es la inercia del eje de 
rotación. Las variables de estado de este sistema de ecuaciones diferenciales son las corrientes 
[i], el ángulo 0 y la velocidad angular a denominada también @,,. 


Para poder plantear el sistema 4.10, es necesario determinar las matrices de resistencias |R], 
inductancias en función del ángulo [L(@)], así como la derivada con respecto al ángulo 6 de la 
matriz de inductancias, también denominada matriz de par |t(@)]. 


La matriz de resistencias 


La matriz de resistencias de la máquina eléctrica generalizada es diagonal porque todas las resis- 
tencias son propias de cada bobina y no existen resistencias mutuas debido a que los devanados 
están aislados galvánicamente: 


Rea 0 0 0 
| 0 Rg O 0 
R=] o 6 Re 0 (4.11) 


0 0 0 Rg 
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La matriz de inductancias 


Si la máquina posee un rotor cilíndrico y homogéneo, al girar no se modifica la permeanza del 
camino magnético, por esta razón la inductancia propia del estator no depende de la posición 
del rotor. La inductancia propia del estator es constante e independiente del ángulo 6. Esta 
inductancia se puede calcular como: 


Le =N?-P, (4.12) 


Si el estator es cilindrico, la inductancia propia del rotor es constante por el mismo razonamiento 
anterior. Si todos los devanados del estator poseen el mismo número de vueltas y lo mismo 
ocurre con las bobinas del rotor, los términos de la diagonal de la matriz de inductancia son: 


"E 
Tg 

H=] >, 7 1 9 (4.13) 
BEE 


Las inductancias mutuas entre los devanados œ y B del estator son cero porque estas bobinas 
son ortogonales y el flujo que se produce en una de ellas no puede enlazar a la otra. La misma 
situación sucede con los devanados del rotor: 


(4.14) 


La inductancia mutua entre la bobina œ del estator y œ del rotor es máxima cuando ambos deva- 
nados se encuentran alineados, es decir con @ = 0. Para representar este valor de la inductancia 
mutua se debe utilizar un término en cos@. 


Una situación semejante se presenta entre el eje B del estator y el eje B del rotor. La inductancia 
mutua entre las bobinas @ del rotor y B del estator es máxima cuando O = 5; esto se representa 
mediante un término en sen@. La inductancia mutua entre el devanado $ del rotor y œ del estator 
es máxima cuando 0 = a: por esta razón esta inductancia se puede representar mediante un 
término —sené@. 


De esta forma y recordando que la matriz de inductancias es simétrica, se obtiene: 


Le 0 Lercos@ —Lersenð 
0 Le Lersen@ = Lercos@ 
m= LoycosO Lersenð Es 0 (rl) 
—LoysenO L.,cosO 0 Es 


Matriz de par 


La matriz de par [7(0)] se calcula derivando la matriz de inductancias de la máquina con respecto 
al ángulo 6: 
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d 
01 = — IL 4.16 
[2(8)] = Gl) (4.16) 
De esta forma se obtiene: 

0 0 —LoysenO0 —LeycosO 

0 0 LeycosO  —Loysenó 
[z(0)] = —Leysen@ Le,cos@ 0 0 oy) 

—Lercosð —Leysen@ 0 0, 


IV.5 CALCULO DEL PAR ELECTRICO 


A partir de las matrices 4.15 y 4.17 se puede calcular el par eléctrico de la maquina: 


leg Es 0 LeycosO —L,,sen@ lea 
o1 ieB 0 Es Lersenð | LoycosO ieg 
l= E Lercos@  LoysenO E, 0 ¡e oe) 
iB —Lersen@ Le-cos0 0 Ly LB 
Efectuando los productos matriciales en la ecuación 4.18 se obtiene: 
Te = Ler {sen® (—ico ira ip + ing) +c050 (aing T iep - ire) } (4.19) 


Si las corrientes del estator o del rotor son cero, todos los términos del par eléctrico en la ecua- 
ción 4.19 se anulan y no se produce par. Si se inyectan corrientes constantes en todas las bobinas 
del rotor y del estator, el par eléctrico que se obtiene es de la forma: 


Te = Lo FA +sen0 +B -cos0 y (4.20) 


En la ecuación 4.20 se observa que para cada valor de la posición del rotor @ existe un par 
eléctrico, pero el promedio de ese par en un giro completo de la máquina es cero. Ésta es una 
razón que refuerza el concepto de la imposibilidad de que una máquina eléctrica pueda funcionar 
en régimen permanente con corriente continua en todos sus devanados. 


Calculando el par eléctrico promedio de la máquina bifásica en un período se obtiene: 


Ler 

T Jo 
El ángulo @ en la expresión 4.21, considerando que el rotor gira a velocidad angular constante 
@m, se puede expresar como: 


T 
(T= [sen0 (ica ira — iep ` irg) +c050 (—ica ‘irg +iep ‘ira)} dO (4.21) 


9 = Omt + Op (4.22) 


Sustituyendo la expresión 4.22 en 4.21 se obtiene: 
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Lor 4 A . : : 
(Te) = zf {sen (Ont +00) (—iea “ira — iep ` irg) + 


+cos (Omt + 90) (—iea -irg + ieg ` ira) } dOmt (4.23) 
Si se expresan las corrientes en forma de cosenos: 
lea = V2leacos Weat + Bea 


( ) 
ig = V21,pc08 (0.gt + 0.4) 
ira = vV21,gC0S (Oat + Ora) 

( ) 


ip = V2I,pc0s 0,pt + 8,8 (4.24) 
Recordando que: 
1 pT 
zÍ sen@-cos0d@ = 0 (4.25) 
T Jo 


Los únicos términos que pueden producir par promedio diferente de cero son los productos de 
cosenos, por lo tanto: 


Ler 4 . . . . 
Te) = = | {cos (Ont + 0) - (iea Pes + ie ira) d0 (4.26) 


Si las corrientes estatóricas y rotóricas son periódicas, es posible expresarlas mediante series de 
Fourier. Utilizando expansión de las funciones en series de cosenos: 


ie = Y Izecos (k@et — Ye) (4.27) 
k=1 

i, = Y 1;,cos(jO,t— Y) (4.28) 
j=l 


Los términos del par son de la forma: 


cos (Omt + 00) - 7. Ikecos (k@et — Ye) - L Ijcos(j@,t — Y) (4.29) 
k=1 j=l 


Recordando la propiedad trigonométrica: 


cosa-cosB-cosy = { [cos (@+B +7) +eos(a+B—7) + 
---+cos(a—B+Y7)+cos(-—a+B+yY)| (4.30) 


Se puede aplicar esta propiedad al término genérico del par eléctrico 4.29. El término genérico 
queda entonces asi: 
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COS (Omt + Oo EK@et + jO,t + Ye +Y) (4.31) 


Para que un término igual al 4.31 tenga un promedio diferente de cero en un período, es necesario 
que se anule la dependencia del tiempo en el argumento de la función coseno: 


On kOe + JO, = 0 (4.32) 


La ecuación 4.42 es fundamental en el análisis de las máquinas eléctricas rotativas y se conoce 
como condición necesaria para par promedio. En la ecuación 4.42, @m es la velocidad mecánica 
del sistema, (0, representa la frecuencia angular de las corrientes inyectadas en las bobinas del 
estator y @, es la frecuencia angular de las corrientes inyectadas en el rotor. 


Los tipos más comunes de máquinas eléctricas convencionales se diferencian por el mecanismo 
que utilizan para dar cumplimiento a la ecuación 4.42. Las máquinas sincrónicas, de inducción 
y de corriente continua utilizan diferentes mecanismos de excitación de sus bobinas rotóricas y 
estatóricas, pero siempre deben satisfacer la condición necesaria de par promedio para permitir 
la conversión de energía. 


La máquina sincrónica 


A las máquinas sincrónicas se les inyecta corriente continua en las bobinas rotóricas, por esta 
razón: 


0, =0 (4.33) 


Aplicando la condición necesaria de par promedio 4.42 con la restricción 4.43 para las máquinas 
sincrónicas se obtiene: 


Oj tka, = 0 (4.34) 


La ecuación 4.44 justifica el nombre de estas máquinas, ya que las máquinas sincrónicas sólo 
pueden producir par promedio diferente de cero cuando la velocidad mecánica coincide con la 
velocidad angular de las corrientes inyectadas en el estator. En otras palabras, la máquina debe 
girar en sincronismo con las corrientes estatóricas. 


Las máquinas de corriente continua son un caso particular de máquina sincrónica, donde la 
igualdad de frecuencias entre las corrientes —rotóricas en este caso— y la velocidad mecánica se 
obtiene mediante un inversor mecánico constituido por un colector y un juego de carbones que 
conmuta las corrientes en las bobinas del rotor, con una frecuencia igual a la velocidad mecánica 
de giro. 


La máquina de inducción 


En la máquina de inducción se permite un grado de libertad adicional. En esta máquina se pue- 
de obtener par promedio diferente de cero en un amplio rango de velocidades mecánicas. Las 
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corrientes que circulan por el rotor se ajustan —por el fenómeno de inducción electromagnética— 
y cumplen la condición 4.42. En la máquina de inducción se fija la frecuencia de las corrientes 
en el estator @e, se produce un campo electromagnético en el entrehierro de la máquina que gira 
mecánicamente con la frecuencia angular de estas corrientes. Como el rotor gira a la veloci- 
dad mecánica @m, los conductores del rotor cortan el campo magnético producido en el estator 
con una velocidad que es la diferencia entre 0. y @m. La diferencia porcentual entre estas dos 
velocidades se conoce como deslizamiento de la máquina: 


g= LE (4.35) 


e 


La velocidad angular (0, se conoce como velocidad sincrónica de la máquina de inducción. 


La máquina de corriente continua 


En la figura 4.13 se muestra una máquina de corriente continua simplificada. Esta máquina posee 
un devanado estatórico por el cual se inyecta corriente continua y una armadura en el rotor 
alimentada mediante una fuente de corriente continua y un colector que permite la inversión de 
las corrientes en la armadura. Para calcular el par eléctrico que produce esta máquina se utiliza 
la expresión deducida en el capítulo 2 para los sistemas lineales: 


T, = > ii [e(0))4a (4.36) 


Desarrollando explícitamente la ecuación 4.46 se obtiene: 


lr... 
Lal i, d] Prene 0 (4.37) 


ly 


O —Msen0 | | ie | 


En la expresión anterior, M es la inductancia mutua entre el estator y el rotor. Realizando las 
Operaciones matriciales en la ecuación 4.47: 


Te = —M -ie `i,- sen (4.38) 


El colector o. conmutador mecánico de la máquina de corriente continua permite alternar la 
polaridad de la tensión de alimentación de la bobina del rotor V, al mismo tiempo que gira el 
rotor. En la figura 4.13 se observa también la corriente que circula por la armadura (rotor) de la 
máquina. 


El par promedio en el eje de la máquina se calcula como: 
1 T 27 
(T) == l / MI, sen0d0 + Mi.tsen6d0) (4.39) 
27 | Jo Jr 
Resolviendo las integrales de la ecuación 4.49 se obtiene: 


2M 
(Te) = lady = klely (4.40) 
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colector 


I= constante 


I „= constante 


Figura 4.13 Diagrama esquemático de una maquina elemental de corriente continua 


La expresión anterior determina el par eléctrico promedio en la máquina de corriente continua. 
El coeficiente k depende de la construcción física de los devanados del rotor y del estator. 


IV.6 PAR ELÉCTRICO Y FUERZAS MAGNETOMOTRICES 


En la figura 4.14 se representa el diagrama de una máquina eléctrica cilíndrica con un estator y 
un rotor. En el estator y rotor se producen las fuerzas magnetomotrices F, y F, respectivamente, 
cuya amplitud y dirección se representa vectorialmente en la figura. Estas fuerzas magnetomo- 
trices se encuentran separadas en un ángulo 0 una de la otra. La suma de las fuerzas magne- 
tomotrices del rotor y del estator produce la fuerza magnetomotriz resultante en el entrehierro 
de la máquina F,. Para calcular el par eléctrico de una máquina en función de las fuerzas elec- 
tromotrices, se determina la coenergía en el campo y luego se deriva con respecto a la posición 
angular 0: 


OW. (F, 0) 
Te = ==%— 4.41 
De la figura 4.14 se deduce: 
F? = F? + F? + 2F,F,cos0 (4.42) 


Si la permeabilidad del material magnético es muy grande, es decir u, tiende a infinito, toda la 
energía está concentrada en el entrehierro y la coenergía se puede calcular de la siguiente forma: 


w. = W, = volumen x (wo) (4.43) 
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i estator | |i 


Figura 4.14 Par eléctrico a partir de las fuerzas magnetomotrices 


En la ecuación 4.43, (w,) representa la energía promedio en el campo por unidad de volumen. 
De esta forma: 


W. =2x1r8l (3H B) (4.44) 


Donde: 


es el radio medio del entrehierro [m]. 
ô es el espesor del entrehierro [m]. 


l es la longitud activa de la maquina [m]. 


Como la densidad de campo magnético B en el entrehierro es igual a Uy H: 
, 1 2 
W, = 27rôl 5 HoH (4.45) 


La primera armónica de la intensidad de campo magnético H es sinusoidal y su valor promedio 


es: 
1 l-a 


27 
H?) = & / —_ 240 = -H 4.4 


Sustituyendo 4.46 en 4.45: 


1 


1 
W, = 27rôl ¿Ha (4.47) 


max 


En la ecuación 4.47 es necesario expresar la amplitud de la intensidad de campo magnético de 
primera armónica en función de las fuerzas magnetomotrices. En la figura 4.15 se representa 
una máquina con un devanado en el estator. Como la permeabilidad del hierro es infinita, toda 
la fuerza magnetomotriz se utiliza para que el flujo cruce el entrehierro. Aplicando la ley de 
Ampere a esta máquina, se tiene: 


F=NI= fu -dl = [Bair -dlaire + | Hierro ` NMhierro (4.48) 
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Figura 4.15 Fuerzas magnetomotrices e intensidades de campo magnético 


El segundo término integral es cero, ya que: 


B 
Hierro = -—— Qu (4.49) 
Ho Lnierro 


Sustituyendo 4.49 en 4.48: 


F=NI = ¢ H-dl= f nad. (4.50) 


En la figura 4.15 también se representa la distribución de la intensidad del campo magnético en 
función de la posición O de la trayectoria de Ampère. De esta forma se obtiene: 


F=NI= ¿Lal = J Haire daire = 20 Haire (4.51) 


Despejando de la ecuación 4:51 la intensidad de campo magnético en función de la fuerza elec- 
tromotriz: 
H = — 4.52 
25 (4.52) 


Sustituyendo la ecuación 4.52 en la ecuación 4.47 se obtiene: 


F? (4.53) 


Reemplazando la ecuación 4.42 en la ecuación 4.53: 


/ Trl Uy 
Meas 


(F? +F2+2F,F.cos0) (4.54) 
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i i estator -Ni i 


ll i estator Ni p 


(b) Distribución triangular 


Figura 4.16 Diferentes distribuciones de conductores y campos en las máquinas 


Para calcular el par eléctrico se utiliza la ecuación 4.31: 


OW.(F,0) Trilo 
A METER “as Pr Fesenó (4.55) 


Te 
Mediante la ecuación 4.55 se puede calcular el par eléctrico en función de las fuerzas magne- 
tomotrices de la máquina. La fuerza magnetomotriz depende de las corrientes y del número de 
vueltas de las bobinas. Si se conocen las dimensiones de la máquina, las corrientes y el número 
de conductores de cada bobina, es posible utilizar la ecuación 4.55 para determinar el par. 


Si la distribución de las corrientes en la máquina no es puntual, se puede utilizar la misma técnica 
para calcular la intensidad de campo magnético H pero se tiene en cuenta que: 


¿ma | fra (4.56) 


En la figura 4.16 se muestran dos distribuciones diferentes de los conductores en la superficie de 
una máquina, así como su respectiva distribución de intensidades de campo magnético H. Cuan- 
do el entrehierro es constante, la densidad de campo magnético B posee la misma distribución 
que la intensidad de campo magnético H. 
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Figura 4.17 Corrientes inyectadas en la maquina generalizada 
IV.7 EL CAMPO MAGNETICO ROTATORIO 


Cuando se analizaron las bases de la maquina eléctrica generalizada, se utilizaron dos grados de 
libertad para la representación del campo magnético, uno dado por la bobina @ y el otro por la 
bobina B. Mediante este esquema se puede determinar el campo en cualquier punto del plano. 


En la figura 4.17 se muestran dos corrientes ig e ig que pueden ser inyectadas en las bobinas & 
y B de la máquina. 


En el instante inicial + = 0— la corriente igvale cero e ig es —/, por lo tanto el campo resultante 
apunta en la dirección negativa del eje B. Cuando el tiempo se incrementa y llega al instante 
on: la corriente i p se anula, mientras que la corriente ig es +1, el campo en estas condiciones 
apunta en la dirección positiva del eje œ. En el instante Š el flujo se orientará según la dirección 
positiva del eje $, ya que la corriente ig tiene como valor +1 y la corriente ig es cero. Para 
el instante de tiempo 2m la corriente ig es cero, la corriente ig vale —/ y el vector del campo 
apunta nuevamente en la dirección negativa del eje B, repitiéndose de esta forma las condiciones 


iniciales. En la figura 4.18 se representa la situación anterior. 


El análisis anterior señala que las corrientes que varían en el tiempo, producen un campo mag- 
nético que gira en el espacio. Aun cuando los campos de cada eje tienen igual amplitud, el 
desfasaje en el tiempo y en el espacio origina un campo magnético rotatorio. La frecuencia de 
giro del campo magnético en el espacio es igual a la frecuencia de variación de las corrientes en 
el tiempo. 


Si la bobina &@ no es idéntica a la bobina B, o las corrientes inyectadas a la máquina en cada eje 
difieren en amplitud, el campo no es circular sino elíptico. Los campos elípticos también son 
considerados campos magnéticos rotatorios o rotantes. Las máquinas trifásicas también funcio- 
nan mediante el principio del campo magnético rotatorio. 
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Figura 4.18 Campo magnético rotatorio 


IV.8 LA MÁQUINA TRIFÁSICA 


La máquina trifásica dispone de tres devanados repartidos simétricamente en la periferia del ci- 
lindro. En la figura 4.19 se representa la configuración esquemática de este tipo de máquinas asi 
como las tres corrientes que se han inyectado en las bobinas a, b, y c. En la figura se representan 
las corrientes a, b, c y las fuerzas magnetomotrices que estas corrientes producen en el tiempo 
inicial (t = 0) como fasores. En el instante inicial las corrientes que circulan por las tres bobinas 
son: 


lá (0) = Imax 


; 1 
ip (0) = — 5 max 
1 
i-(0) = ~5hmax (4.57) 


Para demostrar que el campo magnético originado por las corrientes de la figura 4.19 es rotatorio, 
se expresan estas corrientes como: 


ialt) = Icos(@t— 0) 
i(t) = Icos(@t—a— =) (4.58) 
iet) = Icos(wr— a- Z) 
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Figura 4.19 Corrientes y fuerzas magnetomotrices de la máquina trifásica 


Si O es la dirección de un punto cualquiera en el entrehierro medido a partir del eje magnético 
de la bobina a, se obtiene: 


4 2 
F(0,t) =Ni,¿cos0 +N ipcos(0 + =) +N iecos(0 + = (4.59) 


Sustituyendo las expresiones 4.58 en la ecuación 4.59 se obtiene: 
F(6,t) = NIfcos(0t-0)-cosO +:-- 
2 4 
M cos(at — a =) scos(O+ =) + 
4m 27 
+ cos(@t —@> -—) : cos(8 + —=—) } (4.60) 
Aplicando las propiedades trigonométricas para el producto de cosenos se obtiene: 
NI 
F(0,1) = y coslo =0+0)+cos(0t-a—-0)+--- 


2 
pcos at — a+ 8+ =) +cos(wt — 4-8) ++ 


2 
+cos(or—+0— =) +cos(or-a— 0} (4.61) 


En la ecuacion anterior los términos primero, tercero y quinto de la sumatoria de cosenos suman 
cero porque el desfasaje entre ellos es de a Con esta consideración se obtiene: 


3 
F(6,t) = zN Icos(wt — a — 8) (4.62) 


Esta expresión permite obtener la fuerza magnetomotriz en el espacio y en el tiempo. Si se fija 
la posición, es decir, el ángulo @ es constante, la ecuación 4.62 indica que en esa posición la 
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fuerza magnetomotriz varía sinusoidalmente en el tiempo. Si se congela el tiempo en un instante 
específico, la expresión 4.62 determina una distribución sinusoidal de la fuerza magnetomotriz 
en el espacio. La ecuación 4.62 demuestra que en una máquina eléctrica trifásica, alimentada 
por tres corrientes balanceadas y desfasadas — en el tiempo, produce un campo magnético rota- 
torio similar al producido por dos devanados ortogonales a los cuales se les inyecten corrientes 
sinusoidales desfasadas 4. 


IV.9 TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


El sistema de ecuaciones diferenciales 4.10, que modela el comportamiento de la máquina eléc- 
trica, no es lineal. La dependencia en @ de este modelo dificulta notablemente la solución de 
cualquier problema. La transformación de las ecuaciones diferenciales a nuevos sistemas de 
coordenadas simplifica en muchos casos este modelo. 


Un nuevo sistema de coordenadas se puede definir mediante una matriz de transformación apli- 
cada a las variables en coordenadas primitivas œ y B. Las tensiones y corrientes en el nuevo 
sistema transformado son: 


Vaepe.argr] = [Awsxyz] [Ywxyz] (4.63) 
liaepe,argr] = (Awsyel [iwsyel (4.64) 
Donde: 
Awxyz es la matriz de transformación 


VaeBe,argr SON las tensiones en coordenadas primitivas 
Vwxyz son las tensiones en las nuevas coordenadas 
laeBe,arBr Son las corrientes en coordenadas primitivas 


İwxyz son las corrientes en las nuevas coordenadas 
La potencia en coordenadas primitivas se puede calcular mediante la expresión: 


P= ET man a VueBe arBr) (4.65) 


En la expresión 4.65, el asterisco (+) indica que el vector de corrientes se debe conjugar en caso 
de ser complejo y el superíndice t representa una trasposición del vector de corrientes para que 
el producto matricial con el vector de tensiones sea conformable. Sustituyendo en la ecuación 
4.65 las definiciones 4.63 y 4.64, se obtiene: 


p= bal ` [Awxyz] o [Awayz] [Vwxyz] (4.66) 
Para que la transformación utilizada [Awxyz] sea invariante en potencia es necesario que: 
Aye] pos [Awxyz] = g ] (4.67) 
En la ecuación 4.67, [7] es la matriz identidad. De esta expresión se obtiene: 


[A wxyz] M [Awayz] = (4.68) 
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Una matriz que satisface la condición 4.68 se denomina hermitiana o hermítica. La ecuación 
4.68 indica que si en la matriz de transformación de coordenadas, su conjugada traspuesta es 
idéntica a la matriz inversa, dicha transformación es conservativa en potencia. En otras palabras, 
una transformación hermitiana permite calcular las potencias en las variables transformadas sin 
necesidad de regresar a las coordenadas primitivas. 


Las ecuaciones de los ejes eléctricos de la máquina se pueden escribir como: 
[vap.ap| = [[Rap.op] + [Lag ap] P+0 [Tap.ap]] liap ap] (4.69) 
Transformando las coordenadas en la ecuación 4.69 se obtiene: 
[Aw] Pune] = [[Rop.ap] + [Lapp] P+0 [Tag.08)) (Away five (4.70) 
Despejando de 4.70 el vector de tensiones se obtiene: 


[Vwxyz] = T [Repub] [Awxyz] DA 
se - [Labag] Baye + e 
_ d 
+A" [Lerp orp E Awn] t -a 


t 
TA Avd] L Y (4.71) 


La ecuación 4.71 se puede escribir utilizando las siguientes definiciones: 


[Rivxyz] = Avenel. [Rap,ap | [Amy] (4.72) 
[Lwxye] = [Awxyz] [Lop ae [Awxyz] (4.73) 
[Twxyz] = me (ToB. af) [Awxyz] (4.74) 


Como la matriz de transformación puede depender en general de la posición angular 6, se ob- 
tiene: 


d d dé 
dt [Awxyz] de [A wxyz] i dt (4.75) 
y definiendo: 
= d 
[Hwxyz] = [A xy] ! [Lonan] de [Awxyz] (4.76) 


Se puede escribir la ecuación 4.71 como: 
[Vwxyel = [Riy T [Lwayz] ptr 6 [[Twxyzl F [Awxyz]] liwy] (4.77) 
En la ecuación 4.77, el segundo término de la sumatoria, corresponde a las fuerzas electromo- 


trices de transformación y el término tercero a las fuerzas electromotrices de generación. Este 
último término se descompone en dos partes, por un lado la matriz de par [Tyxyz] y por otro la 
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xi =x')-cos0+x".senO 
estator aid q 


r X¿=-X(Ssen0+x,cos0 B, 
Figura 4.20 Transformación de coordenadas af de del rotor a dq del rotor 


matriz |Hwxyz| que reproduce los términos de generación originados por el movimiento relativo 
de los ejes transformados con respecto a los ejes reales. La matriz [Hyxy¿] determina los términos 
no-holonómicos debidos a la transformación de coordenadas. 


La ecuación dinámica de la máquina se expresa como: 
Vs 4 ‘ $ A 
Tm ==> liap.ap)” [Tagpap] liap.ap] +10+p0 (4.78) 


Transformando la ecuación 4.78 a las nuevas coordenadas: 


1. E 2 > F ; 
Tn = 9 liwe] Amy]? [Tag ap] Awl liwsye] +40 + pO i 


y sustituyendo la ecuación 4.74 en 4.79: 
1. “4 a. 
Tn = 2 [iy]? [Twy] liwy] +10 + pO a 


Las ecuaciones 4.77 y 4.80 representan a la maquina eléctrica en un nuevo sistema de coor- 
denadas. Mediante una selección apropiada de la matriz de transformación [A yyy], es posible 
encontrar una solución más simple al sistema de ecuaciones diferenciales que definen el com- 
portamiento de la máquina. 


IV.10 TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS af — dq 


Una transformación útil en el análisis de las máquinas eléctricas rotativas consiste en proyectar 
las coordenadas del rotor en ejes colineales con los ejes del estator. Estos nuevos ejes se denomi- 
nan directo d, y cuadratura q,; esta transformación permite anular el movimiento de las bobinas 
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del rotor y las inductancias entre el estator y el rotor son constantes en el sistema de coorde- 
nadas transformadas. En la figura 4.20 se ha representado un diagrama con la transformación 
propuesta. En esta transformación, las tensiones y corrientes correspondientes a las coordenadas 
primitivas del rotor son referidas a nuevas tensiones y corrientes inyectadas en bobinas fijas en 
el espacio. Los ejes del estator permanecen inalterados en las nuevas coordenadas. La matriz de 
transformación de coordenadas se puede particionar de la siguiente forma: 


Aupa) = | i e | (4.81) 


Las coordenadas del estator no cambian en la transformación, por esta razón la submatriz [Aee] 
debe ser unitaria: 


[Ace] = | : : | (4.82) 


Para determinar [A,,] se debe recordar que: 


aj] = Awl liag] (4.83) 


La matriz [A,,| corresponde a la proyección de los ejes a, y PB, sobre los ejes d, y q, solidarios 
con el estator. Esta transformación es una rotación inversa que anula la rotación del rotor de la 
máquina. De la figura 4.20 se deduce que la transformación de coordenadas es: 


(4.84) 


ue | cos@ send | 


—sen@ cos 


La matriz obtenida en la ecuación 4.84 es hermitiana y su traspuesta conjugada es igual a su 
inversa: 


cosO ` sen@ aa 1 cos —sen0 
—sen@ cos sen@ cos 


an=] (JT 485 


— cos2@ + sen20 


Definida la transformación de coordenadas|A,,|, es posible determinar las matrices transforma- 
das |Ragag)» [Lopagl> |Tagaq]Y Hapag]: 


Matriz de resistencias en coordenadas af — dq 


La matriz de resistencia [Ry g¿,] en las nuevas coordenadas es: 


[Rapa] = LAT [Rap.ap| [Acpag] = 
m 0 TRA (011 19 
| [0] [A] | | [0] R,(7] | | [0] [Ayr] | (4.86) 


Efectuando el triple producto matricial de la ecuación 4.86 se obtiene: 


Re [0] | 
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Como se observa en la ecuación 4.87, la transformación aplicada no modifica la matriz original 
de resistencias. Esto es de esperar, debido a que las resistencias no dependen de la posición del 
rotor y no existe acoplamiento galvánico entre las bobinas. 


Matriz de inductancias en coordenadas aBdq 


Si se aplica la transformación a la matriz de inductancia [Lag 08) se obtiene: 


=i 
[Lepaa] = [AaB aq] tag) [A aß aq] = 
Le O Le O 
= Le [7 ] Ey [I ] e 0 Le 0 Ler 
o | Lor [1] Ly (1) | Le 0 L, 0 (4.88) 
O Lr 0 L, 


En la ecuación 4.88 se observa que la matriz de inductancias transformadas es independiente de 
la posición angular del rotor. Esto es debido a la rotación en sentido inverso de la transformación, 
que con los ejes del rotor convierte las inductancias solidarias en inductancias que giran en contra 
de la posición angular del rotor y por tanto mantienen una posición constante con respecto a los 
ejes a y B del estator. 


Matrices de generación en coordenadas &fdq 


Aplicando el mismo procedimiento a la matriz de par [Tag ap] se obtiene: 


me” 0 o, 
4 OM 0 Le 0 
[Tapaa] = [Aap aa] [tapop] cpl) 9 r, 0 0 (4.89) 

Li. 0 0 © 


Igual que con la matriz de inductancia DN , la matriz de par [Tap da) es independiente 
del ángulo 0. La matriz de términos de generación no-holonómicos [Ho B iyl se puede calcular 
como: 


0 0 0 Ler 
-1 d 00 -Le 0 
[Hap.aq] = [Aapa] [Lapa] Gq Aoba] =] o0 0 L (4.90) 
00 L 0 
La matriz de generación (Gag PA se define de la siguiente forma: 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
[Gap.aq] = [Tag ag) + [Hap dq) = O Le 0 L (4.91) 
—Ler 0 —L, 0 
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Ya 


Figura 4.21 Modelo esquemático de la máquina generalizada 


IV.11 ECUACIONES GENERALES EN COORDENADAS afdq 


Las ecuaciones de tensión para la máquina en coordenadas transformadasaP dq son: 


Va, Re + Lep 0 Lan 0 la, 

VB, = 0 Re +Lep 0 Lerp UB, (4.92) 
Va, LerP OL. td EE TA E y) OL, iq, f 

Va, — OL, Lerp —0L, R, ,+L,p ig, 


La ecuación 4.92 representa a la máquina eléctrica en coordenadas a@Bdq. La construcción de 
una máquina como ésta es posible físicamente mediante la incorporación de un par de conmuta- 
dores como los que se ilustran en la figura 4.21. El colector permite que las inductancias propias 
y mutuas vistas desde el estator sean independientes de la posición del rotor. Las escobillas o 
carbones que recolectan la corriente, neutralizan el efecto del giro de forma análoga a lo que 
realiza la transformación [Aap e) : 


Los términos de la ecuación 4.92 se pueden identificar fácilmente en el modelo de la figura 4.21. 
Es necesario destacar que los signos negativos tienen su origen en el sentido de giro de la máqui- 
na, las convenciones de polaridad y la posición relativa de los ejes a, P, dyq. Para completar las 
ecuaciones que definen el comportamiento de la máquina eléctrica en las coordenadas œ ßdq, es 
necesario calcular el par eléctrico: 


-1 


la, O 0 0 Ls la 
1 UB, 0 0 Ler 0 ig, B utd , . 
le 7 2 ld, 0 Esp 0 0 id, g Ler (ig, ia, — la, ig (4.93) 
iq, —Ler 0 0 0 Ug, 
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La ecuación de balance del par mecánico es: 


Tin = Ler (ig.ia, = iaig) +J6 + pe (4.94) 


La condición necesaria para la existencia del par eléctrico requiere que existan al menos dos 
corrientes, una en el estator y otra en el rotor, y que esas corrientes se encuentren en ejes orto- 
gonales del modelo de la máquina generalizada. 


IV.12 SUMARIO 
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. Las máquinas eléctricas convencionales tienen varios elementos comunes que permiten 


realizar modelos analíticos generalizados. En general poseen dos estructuras bien defi- 
nidas y cilíndricas denominadas rotor y estator. Los conductores están colocados en la 
periferia de los cilindros y la distribución de los campos producidos por las corrientes 
que por ellos circulan es periódica. Es indispensable que el número de pares de polos del 
rotor y del estator sean idénticos para permitir la existencia de par neto para una posición 
angular dada. 


. La distribución periódica del campo alrededor de la periferia del cilindro —estator o rotor—, 


permite representar esta función mediante series de Fourier. Cada una de las armónicas de 
la distribución del campo puede ser representada por una bobina cuyo eje magnético se 
encuentra orientado en dirección paralela a la amplitud de dicho componente del campo. 
De esta forma es posible utilizar el álgebra vectorial para realizar la superposición de 
diferentes componentes del campo desplazados espacialmente. Este tipo de representación 
es válida para cualquier instante de tiempo. 


. Los elementos comunes de las máquinas eléctricas convencionales permiten modelar estos 


convertidores utilizando dos bobinas ortogonales, simétricas y fijas que representan todos 
los grados de libertad del estator y dos bobinas ortogonales, simétricas y ubicadas en la 
posición 0, que representan los grados de libertad del rotor. Estas cuatro bobinas pueden 
modelar máquinas sincrónicas de rotor y estator liso, máquinas de inducción y máquinas 
de corriente continua. Por su principio de funcionamiento estas máquinas garantizan la 
condición necesaria pero no suficiente de par promedio diferente de cero, representada 
por la ecuación 4.42. 


. Cuando se combinan campos magnéticos ortogonales, desplazados en el espacio y pro- 


ducidos por corrientes balanceadas y sinusoidales desfasadas 5 en el tiempo, se obtienen 
campos magnéticos rotatorios. Estos campos permiten el giro de una distribución espa- 
cial del campo alrededor de la máquina a través del tiempo. Es posible obtener campos 
magnéticos rotatorios con dos, tres o más bobinas, siempre y cuando se mantengan las 
condiciones necesarias de simetría. 


. Las ecuaciones de la máquina generalizada en coordenadas primitivas son dependientes 


de la posición angular @ del rotor con respecto al estator. Transformar las coordena das del 
rotor a ejes colineales con las coordenadas del estator permite independizar las matrices 
de parámetros del modelo del ángulo 0. De esta forma es posible obtener un sistema 


IV.13 Ejemplo resuelto 


de ecuaciones diferenciales no lineal, pero con parámetros constantes en el tiempo, cuya 
solución numérica es mucho más simple que el modelo original y la solución analítica 
es posible considerando como hipótesis que la velocidad mecánica es aproximadamente 
constante 


6. Para representar los términos no-holonómicos de la transformación de coordenadas es ne- 
cesario incluir en el modelo un sistema de contactos deslizantes que obtengan las fuerzas 
electromotrices —en el eje d y q respectivamente- generadas en conductores en movimien- 
to que han sido representados por bobinas fijas en el espacio. Este modelo matemático 
puede construirse físicamente mediante un colector electromecánico. En los conductores 
conectados a este colector se inyectan corrientes que producen campos fijos en el espacio 
y se inducen fuerzas electromotrices por el movimiento relativo entre dichos conductores 
y los campos resultantes en el espacio. 


IV.13 EJEMPLO RESUELTO 


La maquina esquematizada en el diagrama ilustrado en la figura 4.22, posee un entrehierro g = 
2mm, un radio del rotor r = 10cm, una longitud axial L= 15cm; el estator tiene un número de 
vueltas Ne = 200 vueltas y el rotor N, = 150 vueltas; la resistencia del estator es de Re = 1 Q y la 
del rotor R, = 2 Q; el coeficiente de acoplamiento estator-rotor es ker = 0,85; la tensión aplicada 
a la bobina del estator es de 50V efectivos a la frecuencia de 60 Hz y el rotor se encuentra en 
cortocircuito. Utilizando estos datos y el esquema de la máquina, determine: 


1. Las inductancias propias y mutuas de las bobinas del rotor y estator del convertidor. 


2. Las ecuaciones de tensión y par eléctrico en coordenadas primitivas. 


3. Las ecuaciones de tensión y par eléctrico de la máquina si se transforma la bobina del 
rotor a ejes solidarios con el estator. 


4. Las ecuaciones de tensión y par eléctrico de la máquina si se transforma la bobina del 
estator a ejes solidarios con el rotor. 


5. El par eléctrico y la corriente por el rotor de la máquina en régimen permanente, cuando 
la velocidad del convertidor es de 3.500 rpm. 


Solución: 


1. Las inductancias propias y mutuas de las bobinas del rotor y estator del convertidor: 
El estator está constituido por dos bobinas concentradas cuyos ejes magnéticos se encuen- 


tran desfasados 4. Cada bobina concentrada produce una fuerza magnetomotriz sinusoidal 
de primera armónica cuya magnitud es: 
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Figura 4.22 Diagrama esquemático y datos del ejemplo N.° 1 


Como las dos bobinas están separadas 3, la fuerza magnetomotriz resultante será: 


4N, 4N, 4 No. 
= 1%, 12 ae = 3 oie 
6 T 2 


Fe eo 
a2 E”? 


La distribución de la fuerza magnetomotriz en el entrehierro de la máquina producida por 
la excitación de las dos bobinas del estator será entonces: 

D S 0% 

FO, ie) = V3—Neie cos 8 


Conocida la fuerza magnetomotriz, se puede calcular el enlace de flujo sobre cada uno de 
los grupos de bobinas del estator: 


1 
Be(0, ie) = V3—N;ie llo cos 0 
Tg 


T 


Ne [3 > 
Ae = > _ ag Period = 5 N Hor lie 
No (F 
he2 = — | Be(0,ic)ds = ——N? uor lie 
2 J. -Z ( l ) S 27g e Hor l 


Como los dos grupos de bobinas del estator están en serie, la inductancia del estator es: 


3 
Le = —N? orl = 0,36 H 
Tg 
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La bobina rotórica es concentrada; aplicando un procedimiento similar al realizado con la 
inductancia del estator se obtiene: 


A 
L, = —N? uor S027H 
Tg 


La inductancia mutua se determina directamente de las inductancias propias y del coefi- 
ciente de acoplamiento entre ambas bobinas: 


Lo = kole l, =0265H 


. Las ecuaciones de tensión y par eléctrico en coordenadas primitivas: 


Ve | | Re 0 lo + Le LercosO ie | ÒL Q send lo 
vy | | O È i Lercos L, P iy Ti sen@ 0 i, 
Ler [ie | 0  —sen0 || ich 4 
T = — | . | | ae: 0 | | E | = —LorlelysenO 


. Las ecuaciones de tensión y par eléctrico de la máquina si se transforma la bobina del 
rotor a ejes solidarios con el estator: 


Ve Re+Loep _ Lerp 0 ie 
Vdr | = LerP R++L,p OL, ldr (4.95) 
Var — OLer SoL, R, təp igr 


Te = —Ler ie: igr 


. Las ecuaciones de tensión y par eléctrico de la máquina si se transforma la bobina del 
estator a ejes solidarios con el rotor: 


Vde Re+Lep —-OL, Lerp Ide 
Vge = OL, Re + Lep OLer ige 
Vr Lerp 0 R, + L,p lp 


Te = Ler: ige+ ir 


. El par eléctrico y la corriente por el rotor de la máquina en régimen permanente, cuando 
la velocidad del convertidor es de 3.500 rpm: 


En régimen permanente, el sistema de ecuaciones 4.95 se pueden expresar de la siguiente 
forma: 


I, Re F JOeLe JOeLer 0 Ve 
lu, = JOeLer R, + [OcLy oL, 0 (4.96) 
Tor — OL, —OL, R,+ j@eLy 0 


La expresión 4.96 permite determinar las corriente Ie, Iq, e Ig, conocida la tensión V., las 
velocidades angulares @, (0. y los parámetros de la máquina Re, Rr, Le, Lr y Ler. De esta 
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forma se obtienen los siguientes resultados: 


Ve = (50+ j0)V 


3.500 rad 
2m | —— | = 366,52 — 
z( 60 ) Pas 


ey ah Og oe eo 
60 KY 


a 
| 


Ie = 0,3493 — j0,7668A 
ly, = —0,4668 + j0,5447A 
Lor = —0,2044+ j0,1165A 


To(t) = —Ler + ie + igr = —0,05255 [cos(2@et — 3,7662) — 0,869] 


1 20 
(Te) = — To( Wet ) dMet = +0,0457Nm 
27 Jo 
IV.14 EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Una máquina de inducción bifásica en el estator y bifásica en el rotor, tiene sus devanados 
distribuidos uniformemente en la periferia del convertidor. Cada fase del estator y rotor, 
posee Ne = 500 y N, = 300 vueltas respectivamente. El entrehierro es uniforme y de di- 
mension g = 3mm. La longitud axial es / = 30cm. El diámetro del rotor es D = 20 cm. El 
coeficiente de acoplamiento entre las bobinas del estator y rotor es ker = 0,95. La resis- 
tencias de las bobinas son Re =1Q y R, = 0,54 respectivamente. Se cortocircuitan las 
bobinas del estator y se alimenta el rotor con fuentes de corriente independientes, ideales, 
sinusoidales, desfasadas á entre si con valor efectivo /, = 20A. Determine: 


a) Inductancias de la maquina en coordenadas primitivas. 


b) Ecuaciones que describen el comportamiento del convertidor en régimen permanente 
en las condiciones de operación enumeradas anteriormente. 


c) Corriente en cada una de las bobinas del estator. 


d) Par eléctrico medio durante el arranque (velocidad = 0). 


2. La figura 4.23 representa el corte transversal de una máquina donde se indican las corrien- 
tes en las diferentes fases tanto del estator como del rotor. En el estator las bobinas se 
encuentran linealmente distribuidas en la periferia, los conductores del rotor en cambio 
están concentrados. Determine: 


a) El par eléctrico en la posición ilustrada en la figura. 
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Eje magnético 
del rotor A 


estator 


Eje magnético 
-> del estator 


Estator distribuido 
Rotor concentrado 


Figura 4.23 Diagrama esquemático del ejercicio N.? 2 


b) El par eléctrico si el rotor gira + con respecto a la posición ilustrada en la figura 4.23. 
c) El par eléctrico promedio si las corrientes del rotor y del estator son constantes. 


d) El par eléctrico promedio si la corriente del estator es constante y la del rotor es 
sinusoidal y sincronizada con la velocidad mecánica del convertidor. 


3. La figura 4.24 representa tres máquinas diferentes. Se desea hacer un análisis lo más deta- 
llado posible de la operación en régimen permanente y transitorio de estos convertidores. 
Las máquinas (a) y (b) son casi iguales pero tienen una excitación diferente en el estator. 
La máquina (c) es de campo cruzado, excitada con corriente alterna en el estator. Deter- 
mine: 


a) Las ecuaciones en coordenadas primitivas. 


b) Transforme el rotor a ejes dq y exprese las ecuaciones en estas coordenadas. Analice 
el régimen permanente de los tres convertidores en este sistema de coordenadas. 


c) Transforme el estator a coordenadas dq y exprese las ecuaciones de la máquina en 
estas coordenadas. Analice el régimen permanente de los tres convertidores en este 
sistema de coordenadas. 


d) El par eléctrico desarrollado por cada convertidor. 


e) Transforme a coordenadas primitivas todas las corrientes transformadas obtenidas 
previamente. 


4. Una máquina de rotor y estator cilíndrico tiene dos bobinas ortogonales en el estator y una 
en el rotor. El diámetro del rotor es de 15 cm, la longitud axial de la máquina es de 20cm 
y el entrehierro es de 1,5mm. Las bobinas del estator tienen 200 vueltas y se alimentan 
con tensiones sinusoidales de 110 V efectivos, 60 Hz, desfasadas una de otra 5- El material 
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A 
121 coswt tp 


Figura 4.24 Esquemas de los convertidores del ejemplo N.° 3 


ferromagnético del convertidor tiene una permeanza relativa de 1.000. La bobina del rotor 
tiene 1.000 vueltas y por ella circula una corriente de 0,5 A. El máximo acoplamiento entre 
las bobinas del rotor y del estator es de 90 % y la dispersión en la bobina rotórica es el 
doble que en cada una de las bobinas del estator. Conocidos todos estos datos: 


a) Calcule todos los parámetros del modelo de la máquina y las ecuaciones completas 
que determinan su comportamiento dinámico. 


b) Convierta las ecuaciones del estator a coordenadas dq y calcule el par eléctrico de 
la máquina, cuando el rotor gira a velocidad sincrónica y se encuentra adelantado a 
con respecto al eje magnético de la fase a. 


c) Calcule las corrientes del estator en régimen permanente si las bobinas del estator se 
encuentran en cortocircuito. 


5. Determine la expresión general del campo magnético rotatorio para una máquina com- 
puesta de m devanados desfasados espacialmente zz, a los cuales se les inyecta un sistema 
m-fásico de corrientes simétricas, balanceadas y de secuencia positiva. 
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CAPITULO V 


Máquinas de conmutador 


En el capítulo se analizó la transformación de coordenadas Œe ße œr a coordenadas 0%. Ped, q. 
En las máquinas con conmutador mecánico, esta transformación se realiza físicamente, el colec- 
tor convierte los ejes a, y B, del rotor en ejes d, y q,. La máquina de corriente continua es 
un caso particular de convertidor electromecánico que utilizan conmutador, son ampliamente 
utilizadas para el control de par y velocidad en los procesos industriales porque tienen una alta 
velocidad de respuesta, al mantener siempre en ortogonalidad los campos estatóricos y rotori- 
cos!. El desarrollo vertiginoso de la electrónica de potencia ha ido reemplazando poco a poco el 
uso de estas máquinas por convertidores electromecánicos que no utilizan el conmutador mecá- 
nico. Sin embargo, estos sistemas? utilizan los mismos principios de funcionamiento y control 
que fueron desarrollados para las máquinas de conmutador y por este motivo es muy importante 
comprender cabalmente su funcionamiento. 


v.1 PRINCIPIO DE OPERACIÓN 


Una máquina de conmutador está constituida básicamente por un estator, un rotor y un colector 
acoplado sólidamente al rotor. El colector permite conectar galvánicamente los conductores del 
circuito rotórico o armadura a la fuente de tensión continua, mediante un juego de carbones?” 
o escobillas? solidarios con el estator de la máquina. En la figura 5.1 se presenta el diagrama 


' Observe la expresión 4.55 con el ángulo 6 = 90 entre las fuerzas magnetomotrices del estator y rotor. En este 


caso la expresión del par es máxima para unas corrientes y dimensiones de la máquina determinadas. 

Máquinas sincrónicas de imán permanente, máquinas de reluctancia variable, motores de inducción, etc. 

Esta denominación se debe al hecho de estar fabricados con carbón. Este material, además de ser conductor 
eléctrico, proporciona una superficie suave que lubrica el contacto con las delgas de cobre, evitando de esta 
forma que se desgaste rápidamente. 

Otro método para obtener un contacto eléctrico deslizante es mediante una escobilla fabricada con hilos de 
cobre; este dispositivo se utiliza frecuentemente cuando es necesario hacer circular corrientes constantes por una 
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(a) Modelo elemental (b) Diagrama esquemático 


Figura 5.1 Máquina elemental de colector 


Figura 5.2 Alineamiento de fuerzas electromotrices en la máquina 


esquemático de la máquina de corriente continua y un modelo constructivo simple para fines 
demostrativos. 


El principio de operación de las máquinas de corriente continua se fundamenta en la inyección 
de corriente continua, tanto en el circuito rotórico como estatórico. Estas corrientes producen 
las fuerzas magnetomotrices F, en el rotor y F, en el estator, que intentan alinearse. Cuando se 
alcanza el alineamiento, cesa el par eléctrico. Si en ese preciso instante se invierte el sentido de la 
corriente inyectada en el circuito rotórico, la fuerza magnetomotriz del rotor cambia de sentido 
180 y aparece un nuevo par de alineamiento. En la figura 5.2 se representa esta situación. 


Analizando los diagramas de la figura 5.2 se pueden indicar las siguientes observaciones: 


1. Las fuerzas magnetomotrices en el semiplano positivo, producen par positivo en el sentido 
de las agujas del reloj. 


bobina rotórica. En el caso de las máquinas de colector es más beneficioso el empleo de carbones, que producen 
un desgaste menor de las delgas. 
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estator 


N S 
868898 G88. 
lf ag 
A i, > 
la +I +I 
0 
T 274 cee a 


Figura 5.3 Conmutador y forma de la corriente del rotor en un período de revolución 


2. Las corrientes que circulan por el rotor deben producir la fuerza magnetomotriz en el 
plano positivo, para que el par siempre resulte positivo. 


Para invertir el sentido de la fuerza magnetomotriz del rotor se utiliza el conmutador. En la figura 
5.3 se observa que la corriente tiene como período de repetición una revolución del rotor de la 
máquina de corriente continua. Al girar el rotor, la escobilla (1), se conecta con la delga (4) y 
la escobilla (2) se conecta con la delga (3). El procedimiento anterior permite la inversión del 
sentido de circulación de la corriente por el rotor mediante el dispositivo mecánico descrito. La 
corriente interna en el circuito rotórico es alterna. La corriente inyectada por la fuente es conti- 
nua. En la práctica, es necesario un conmutador por cada bobina del rotor, pero por simplicidad 
en el análisis se ha supuesto que la máquina posee una sola bobina. 


Con la distribución de la corriente de armadura que se representa en la figura 5.4, la fuerza 
magnetomotriz producida en el rotor se encuentra en el semiplano positivo y se produce un par 
positivo que intenta alinear esta fuerza magnetomotriz con la fuerza magnetomotriz producida 
por el enrollado de campo de la máquina. En esta situación, los conductores contribuyen al par 
en la dirección positiva del movimiento, debido a que los conductores ubicados a la derecha 
de la figura producen fuerza tangencial hacia abajo, mientras que los de la izquierda producen 
fuerzas tangenciales hacia arriba. 


En un alineamiento conductivo semejante al ilustrado en la figura 5.5, existe equilibrio de fuerzas 
sobre el mismo brazo y el par resultante es nulo. Este análisis elemental explica la convenien- 
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Figura 5.4 Alineamiento de las corrientes por los conductores del rotor para producir par posi- 
tivo 


8888 
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Ls 


Figura 5.5 Alineamiento de las corrientes de armadura que no produce par efectivo en el eje 


cia de utilizar la distribución de las corrientes de armadura presentada en la figura 5.4, con la 
finalidad de obtener par eléctrico significativo en la máquina de corriente continua. 


En las máquinas de conmutador, el plano que contiene el eje mecánico y corta diametralmente 
al rotor se denomina línea neutra de la máquina. La línea neutra divide los puntos del rotor en 
los que entra el flujo de aquellos en los cuales el flujo sale. 


Para lograr la inversión en el sentido de la corriente, es necesario un dispositivo conmutador 
por cada bobina. Esta solución es muy primitiva, el conmutador puede ser mejorado mediante 
una distribución conveniente de los conductores que permita obtener el resultado deseado. En 
la figura 5.6 se representa un abatimiento lineal de la superficie del estator y de los conductores 
del rotor. Es conveniente realizar una conexión de los conductores del rotor, de tal forma que 
sólo se necesite un par de escobillas y no una por cada espira. Esta situación se puede obtener 
conectando las bobinas en serie. La otra condición que debe cumplirse es que al cambiar de 
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a=0 aA=T i a=2T1 


F=ixB 


Figura 5.6 Abatimiento lineal de una máquina rotativa de corriente continua 
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Figura 5.7 Conexión de los conductores del rotor 


posición la espira, en ella debe cambiar el sentido de la corriente, pero no en las otras espiras. 
En la figura 5.7 se muestra una forma posible de realizar las conexiones de los conductores del 
circuito de armadura. 


Los conductores conectados a los terminales (1) y (2) de la figura 5.7 se encuentran en una 
situación diferente al resto de los conductores del circuito rotórico porque son los extremos de 
la bobina. Para resolver este inconveniente se conecta un segundo devanado similar al anterior 
en las mismas ranuras del rotor y conectados en paralelo. 


En la figura 5.8 se observa el abatimiento lineal de estas dos bobinas. Con esta distribución de 
los conductores del devanado de armadura, es suficiente inyectar corriente entre dos delgas se- 
paradas 180 eléctricos para que la corriente circule en una dirección en una mitad de la periferia 
del rotor y en sentido contrario en la otra. Disponiendo de esta forma las bobinas, toda la su- 
perficie del rotor puede ser aprovechada para la producción de par. Si las escobillas se colocan 
alineadas convenientemente, se obtendrá siempre corriente en un sentido en el polo norte de la 
máquina y en sentido contrario en el polo sur. Cuando un conductor atraviesa la línea neutra, se 
invierte el sentido de su corriente y por esta razón el par producido sobre él mantiene la misma 
dirección. 


En la práctica se utilizan dos esquemas básicos para bobinar el circuito de armadura de las 
máquinas de corriente continua, el devanado imbricado y el devanado ondulado. En la figura 5.9 
se muestran dos ejemplos de estos bobinados. En el enrollado imbricado, la bobina se devana 
regresando por ranuras adyacentes o muy cercanas los retornos. En el devanado ondulado el 
conductor de retorno de bobina adelanta poco más o menos un paso polar. El análisis de los 
diferentes tipos de devanados es muy complejo y excede los alcances de este texto, pero se 
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Figura 5.8 Armadura de la máquina 


puede destacar que en los rotores ondulados se puede utilizar un par de carbones para conectar 
todos los pares de polos de la armadura, mientras que los rotores imbricados requieren un par de 
carbones por cada par de polos. Enmáquinas pequeñas con múltiples pares de polos el empleo de 
bobinas onduladas puede representar un ahorro importante en el proceso de fabricación, porque 
además se utiliza menor cantidad de cobre en las cabezas de bobina. 


En la figura 5.10 se muestran dos etapas del proceso de fabricación de la armadura de una 
máquina de corriente continua. En primer lugar la conexión de los mazos de conductores con 
las delgas y en la siguiente se muestra el maquinado final de las delgas realizado en el torno. 


En la figura 5.11 se representa la armadura de la máquina de corriente continua mediante capas 
de corriente. La capa de corriente puede girar mediante la rotación de las escobillas que alimen- 
tan a las bobinas. La frontera producida por la inversión de las corrientes en la armadura que 
contiene a las escobillas de la máquina se conoce como separatriz de la armadura. Este sistema 
permite construir físicamente unos conductores que se mueven en un campo magnético, pero 
que al mismo tiempo producen una fuerza electromotriz constante y a 90° del campo estatórico. 


En la figura 5.12 se representa un abatimiento lineal de la máquina, los conductores se mueven 
hacia la izquierda y el campo magnético originado por el estator de la máquina está fijo. La 
fuerza electromotriz inducida en los conductores es: 


E=vxB (5.1) 


En esta ecuación, E es la intensidad del campo eléctrico sobre cada conductor, v es la velocidad 
tangencial de los conductores y B es la densidad de campo magnético producida por el devanado 
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devanado imbricado devanado ondulado 


Figura 5.9 Bobinados de armadura imbricados y ondulados 


estatórico. Como todos los conductores se mueven con la misma velocidad tangencial, la fuerza 
electromotriz en cada espira es proporcional al campo. Entre las dos escobillas aparece una 
fuerza electromotriz igual a la suma de las fuerzas electromotrices de todas las espiras que se 
encuentran conectadas en serie entre las dos escobillas. En la figura 5.12 se observa que cada 
espira contribuye con: 

v=e+e=2le (5.2) 


Para invertir el sentido de las fuerzas electromotrices manteniendo la dirección de la velocidad, 
es necesario invertir el campo. Por esta razón la fuerza electromotriz en las bobinas cambia de 
sentido cuando éstas cruzan la línea neutra. En la figura 5.13 se representa esquemáticamente 
esta situación. 


En la figura 5.13 se definen: 


Ej es la fuerza electromotriz resultante en el polo norte 


E, es la fuerza electromotriz resultante en el polo sur 


La densidad de campo en el polo norte es prácticamente igual a la del polo sur, por esta razón 
las fuerzas electromotrices del rotor E; y E> son iguales en magnitud pero contrarias en sentido. 
Cuando las fuerzas electromotrices E y E> son diferentes, se produce una corriente circulatoria 
en la armadura que puede ocasionar un calentamiento excesivo de la máquina. 


Si las escobillas se alinean exactamente con la línea neutra, la fuerza electromotriz inducida 
sobre las bobinas del rotor es máxima. Cuando la línea neutra y la separatriz no están alineadas, 
ocurre una situación semejante a la que se muestra en la figura 5.14. 


En este caso, la máquina se encuentra girando a la velocidad angular œ. El par producido en el 
sentido del movimiento se denomina motriz. Si el par tiene sentido contrario a la referencia de 
posición o velocidad, se denomina generatriz. En las regiones (2) y (4) de la figura, la máquina 
de corriente continua posee par motriz y por lo tanto estas regiones de la máquina trabajan como 
motor inventando accionar la carga mecánica en el sentido de las agujas del reloj. En las regiones 
(1) y (3) la fuerza es contraria al sentido del movimiento, por lo tanto en estas zonas la máquina 
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(b) Armadura en etapa final de fabricación 


Figura 5.10 Proceso de fabricación de una armadura de corriente continua 
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Figura 5.11 Separatriz dela armadura 
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Figura 5.12 Campo eléctrico en la superficie de los conductores 
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Figura 5.13 Fuerzas electromotrices inducidas sobre las bobinas 
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Figura 5.14 Linea neutra y separatriz desalineadas 
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Figura 5.15 Flujo magnético producido por las corrientes de la armadura 


actúa como un generador. Las regiones (2) y (4) son más extensas que las zonas marcadas con 
(1) y (3), el par promedio está dirigido en el sentido del movimiento y el comportamiento neto 
de la máquina es como motor. Del análisis anterior se explica que cuando la separatriz y la línea 
neutra no coinciden, el par resultante se reduce. 


Durante la operación de la máquina, las escobillas permanecen fijas en la separatriz y es con- 
veniente que esta línea coincida con la línea neutra. Con esta disposición, las corrientes que 
circulan por los conductores del rotor situadas a un lado de la línea neutra poseen todas la mis- 
ma dirección e intensidad. 


En la figura 5.15 se puede observar que las corrientes que circulan por el rotor producen una 
densidad de campo magnético B,, fijo en el espacio y cuya amplitud se encuentra en cuadratura 
con el campo magnético producido por el devanado del estator. 


Esta situación se asemeja a la transformación de los ejes œ y p del rotor, en ejes d y q. El efecto 
físico del conmutador consiste en referir las corrientes del rotor a ejes ficticios que rotan en sen- 
tido contrario con la misma velocidad del rotor. Los ejes transformados parecen estar detenidos 
vistos desde el estator de la máquina. Fundamentándose en estas ideas, la máquina de conmuta- 
dor puede ser analizada mediante una transformación a coordenadas a@Bdq. El conmutador de 
estas máquinas es un inversor mecánico de la corriente que circula por los conductores del rotor, 
sincronizado con el eje de la máquina. Las conmutaciones suceden con una frecuencia igual a la 
de rotación”. Si el rotor de la máquina está construido con una sola espira, la fuerza magnetomo- 
triz resultante es perpendicular al plano de la espira. Para un conjunto de conductores como los 
ilustrados en la figura 5.16, la fuerza magnetomotriz se encuentra en la dirección de la separatriz 
de la máquina. 


Para que el par eléctrico sea máximo, la fuerza magnetomotriz del rotor debe ser perpendicular 
a la fuerza magnetomotriz del estator. Por esta razón, las escobillas se colocan colineales con la 


> Esto es verdad estrictamente para las máquinas con un solo par de polos, en otro caso esta frecuencia será el 
producto de la frecuencia de rotación por el número de pares de polos. 
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F,=F,+F, 


Figura 5.16 Resultante de la fuerza magnetomotriz del rotor 


línea neutra para permitir que la fuerza magnetomotriz del rotor se encuentre en cuadratura con 
la fuerza magnetomotriz del estator, tal como se demostró en la ecuación 4.55. 


v.2 ECUACIONES DE LAS MÁQUINAS DE CONMUTADOR 


En el capítulo 4 se dedujeron las ecuaciones diferenciales que permiten analizar el comporta- 
miento dinámico de las máquinas con conmutador. Estas ecuaciones son: 


Va, Re + Lep (0) Lerp (0) la, 

VB, 0 Re + Lep 0 Lerp ig, 

Vd, Lerp OLo, R, P L,p OL, id, 

Va, —0 Ler Ler® =0L, R,+L,p ig, 
Tma =| —Ler (ig,id, —iacig,) +JO+ pô 


Las diferentes conexiones de las máquinas de corriente continua convencionales se pueden ana- 
lizar considerando la existencia de una bobina en el estator orientada en la dirección del eje 
B y una bobina en el rotor orientada en la dirección del eje d, accesible mediante un par de 
escobillas, tal como se ilustra en la figura 5.17. 


Con el modelo analítico planteado para la máquina de corriente continua, denominando G al 
coeficiente de generación, que representa la inductancia mutua entre el rotor y el estator, se 
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales: 


VB Re + Lep (0) ig 
vw] ÒG  R,+L,p | | ia 


Ta —Gigig + J6+pé (5.3) 


Las máquinas de corriente continua se clasifican normalmente según la conexión del enrollado 
de excitación o campo. El devanado de excitación produce un campo magnético más o menos 
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Figura 5.17 Representación básica de la máquina convencional de corriente continua 


uniforme en el cual gira el rotor. Generalmente el devanado de excitación de las máquinas de 
conmutador se encuentra ubicado en el estator®. Si la corriente de excitación se obtiene a partir 
de la fuente de tensión que alimenta la armadura, la máquina se encuentra en conexión paralelo 
O derivación. Si el campo y la armadura se conectan mediante dos fuentes diferentes, la máquina 
se encuentra en conexión independiente. Cuando la corriente de la armadura circula por el de- 
vanado de campo, la conexión se denomina serie. Si la máquina tiene dividido el campo en dos 
partes, una conectada en serie con la armadura y otra en paralelo, la conexión se conoce como 
compuesta. En la figura 5.18 se muestra un diagrama con todas estas conexiones. 


V.3 CARACTERISTICAS DE OPERACION DE LAS DIFERENTES CONEXIONES 


Si a la armadura de la máquina se le aplica tensión constante de valor V4 y al devanado de campo 
una tensión constante de magnitud Ve, en régimen permanente las corrientes J, e If también son 
constantes y en el sistema de ecuaciones 5.3 desaparecen los términos de transformación: 


Vi = Rely (5.4) 
Va = GOnl¢ + Rala (5.5) 


Despejando de la ecuación 5.5 la corriente I, de la ecuación 5.6 la corriente J, y reemplazando- 
las en la expresión 5.7, se obtiene la ecuación de equilibrio mecánico de la máquina de corriente 


El rotor tiene asociado el colector para permitir la sincronización de la inversión de sus corrientes con la posición 
de esta pieza. 
El subíndice f se utiliza habitualmente y proviene de los textos en idioma inglés por la inicial de la palabra field= 
campo. Utilizar la letra c puede confundir debido a que se identifica con la carga. 
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Excitación independiente Excitación paralelo 


Mad 


i, —> 


Excitacion serie Excitación compuesta 


Figura 5.18 Conexiones de la máquina de conmutador 
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GENERADOR 


Figura 5.19 Par eléctrico versus velocidad con excitación independiente 


continua en función de las fuentes forzantes:® 


V GOmnVf 
L=-G Al Ry ) y a) (5.7) 
m Ra Ry P Om . 


En la figura 5.19 se representa en un gráfico el par eléctrico de la máquina en función de la 
velocidad. 


En el gráfico de la figura 5.19, la velocidad @, se define como la velocidad del rotor donde la 
tensión aplicada es igual a la fuerza electromotriz inducida en la armadura de la máquina y se 
denomina velocidad de sincronismo o velocidad sincrónica. La característica del par eléctrico 
de la máquina de corriente continua en función de la velocidad angular mecánica es igual a 
la característica de la fuerza eléctrica en función de la velocidad tangencial sobre un conduc- 
tor elemental que se desplaza en la presencia de un campo magnético uniforme analizado en 
el capítulo 1. Esta semejanza en las características no es coincidencial, los conductores de la 
armadura se encuentran en una disposición geométrica similar a la del conductor solitario. 


La curva de par eléctrico-velocidad puede variar con la tensión aplicada a la armadura o a la 
excitación. Al variar la tensión de armadura se obtiene una familia de características paralelas 
tal como se muestra en la figura 157(a). Si se varia la tensión del campo, cambia la pendiente 
de la característica, tal como se puede observar en el gráfico de la figura 5.20(b). 


Si se conecta la máquina con el campo en derivación, el sistema de ecuaciones 5.4 representa el 
comportamiento de la máquina y la única diferencia con la máquina de excitación independiente 
es que la tensión de armadura y la tensión del campo son idénticas: 


Ly = Í — oe + POn (5.8) 
Ry 
8 Tensión de armadura V; y tensión del campo Vs. 
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T V =cte. T V =cte. 


Variación de la tensión de campo 
(a) 


Figura 5.20 Efecto de la variación de las fuentes 


PO, 
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Figura 5.21 Par eléctrico versus velocidad de la máquina en derivación 
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Figura 5.22 Modelo circuital de la máquina de corriente continua en derivación 


En la figura 5.21 se ha representado el par eléctrico de la máquina de corriente continua con 
conexión en derivación del circuito de campo; es interesante destacar que en este caso la ve- 
locidad sincrónica @, es independiente de la tensión, a diferencia de lo que se obtiene para la 
máquina de excitación independiente. La ecuación de tensión para la armadura de la máquina 
es: 

Va = Rrigt GOmlf (5.9) 


En la ecuación 5.9, el término G@,,1 es la fuerza electromotriz de generación producida por el 
campo. En la figura 5.22 se representa el modelo circuital equivalente de la máquina de corriente 
continua en derivación. 


Si la fuerza electromotriz generada es mayor que la tensión aplicada, la máquina entrega poten- 
cia a la fuente y el par eléctrico es negativo. En estas condiciones es necesario par mecánico de 
accionamiento. 


La velocidad sincrónica depende del coeficiente de generación G y de la resistencia del cam- 
po Ry. Esta velocidad corresponde a la condición de vacío? de la máquina. Para controlar la 
velocidad de vacío se pueden intercalar resistencias en el campo. 


Para que la máquina pueda generar es necesario que la fuerza electromotriz sea mayor que la 
tensión aplicada. El generador en vacío debe satisfacer la siguiente ecuación diferencial: 


V = Reip +L pif = GOmis (5.10) 


2 Esta condición se alcanza cuando sobre el rotor no existe carga mecánica ni de pérdidas. En el laboratorio se 
requiere de un motor que accione la máquina exactamente a la velocidad sincrónica para poder suplir las pérdidas 
y lograr la condición de vacío, donde no circula corriente por la armadura. 
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Figura 5.23 Punto estable de operación del generador en derivación autoexcitado sin carga 


La ecuación 5.10 representa los circuitos de campo y armadura. Despejando de esta última 
expresión la derivada de la corriente en el campo pip se obtiene: 


: Ry GOn \ . 
pif = (- +) lf (5.11) 
Lr Er 


La solución de esta ecuación diferencial es una exponencial creciente, siempre y cuando se 
cumpla que: 
ESA * 4 > Gm > Rf (5.12) 
Ly 
Si no se cumple la condición 5.12, la corriente del campo y la fuerza electromotriz de generación 
tienden a disminuir. Para que el proceso de autoexcitación pueda llevarse a cabo, es necesario 
que exista un pequeño flujo remanente Qrem. Si la corriente de campo if en la ecuación 5.11 
crece, tiende al infinito, a menos que el circuito de campo se sature!%. En caso de saturación 
se obtiene un punto de equilibrio. La no linealidad entre el flujo y la corriente permite que el 
generador en derivación defina un punto estable de operación. En la figura 5.23 se representa 
esta situación. 


Si disminuye la velocidad de accionamiento del generador en derivación, aparece un punto crí- 
tico donde ya no es posible generar debido a que el factor G 0), es menor que la resistencia Rp y 
el sistema se desestabiliza. Cuando el generador entrega potencia eléctrica, se cumple: 


V 
V = Raia + GOmif = Raia + COm (5.13) 
f 


10 Esto sucede generalmente en todas las máquinas con núcleo ferromagnético, cuando los dominios magnéticos 
están completamente alineados con el campo externo, la permeabilidad del medio u tiende a la permeablidad 
del vacío iy = 42 x 1077. Las máquinas superconductoras no requieren núcleo magnético para producir flujos 
importantes y pueden ser lineales mientras se mantiene este fenómeno físico. 
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Despejando la tensión de alimentación V en la expresión anterior: 


Raia : 
V = 1 — Gan = —Reargala (5.14) 


Re 
La única solución estable de la ecuación 5.14 se obtiene cuando la corriente i, es nula. Conside- 


rando que existe un pequeño flujo de remanencia (ye, en el material ferromagnético, producida 
por una corriente equivalente y constante irem: 


V = Raia + GOmif + GOmirem (5.15) 
Erem = GOmirem (5.16) 
como: V 
if = —— 5.17 
IR (5.17) 


Despejando de 5.15 y 5.17 la tensión V e igualándola a la caída en la resistencia de carga se 


obtiene: 
R¿R B GOR B 


o E E Pr = —Keargala (5.18) 


En la figura 5.24 se han representado los dos miembros de la ecuación 5.18. En esta condición 
existe un punto de operación estable, con corriente de armadura diferente de cero. 


En la actualidad, los controladores electrónicos de potencia han reemplazado prácticamente al 
generador de corriente continua. Esto es debido a las mejores prestaciones, menor peso, volumen 
y costo de estos equipos. Las máquinas de corriente continua se utilizan todavía como genera- 
dores durante el frenado regenerativo de los sistemas de tracción eléctrica, con la finalidad de 
recuperar parte de la energía cinética acumulada en las masas en movimiento. 


Los motores de corriente continua se utilizan ampliamente para el control de velocidad o para 
la tracción de vehículos eléctricos y trenes laminadores!!. Las características de par-velocidad 
de estas máquinas permiten su utilización en un gran número de aplicaciones. Antiguamente se 
utilizaban resistencias para limitar la corriente en la armadura durante el proceso de arranque. 
Las máquinas se diseñan para permitir entre 1,5 y 2 veces la corriente nominal por la armadura 
durante el arranque. En la actualidad el arranque y accionamiento de los motores de corriente 
continua se realiza mediante fuentes de corriente continua regulables en tensión, con lo cual las 
pérdidas en los reóstatos se eliminan. Esto es de gran importancia en sistemas con paradas y 
arranques frecuentes, como ocurre en el caso de un sistema urbano de transporte público. 


1 Sin embargo, existe una fuerte tendencia para su reemplazo por los motores de corriente continua sin escobillas, 


DC Brushless. Éstos en realidad son máquinas sincrónicas de imán permanente en el rotor, que se alimentan por 
el estator con un inversor electrónico sincronizado con la posición @ del rotor mediante un decodificador óptico. 

Algunas limitaciones a su uso se deben a la posibilidad de desmagnetización de los imanes permanentes 
durante cortocircuitos en el estator y a los costos de inversión y mantenimiento especializado del controlador de 
potencia asociado con este equipo. Por otra parte en plantas donde se utilizan materiales inflamables o corrosivos, 
estas máquinas son una necesidad debido a que no producen arcos eléctricos durante su operación. 
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Tensión de 


:remanencia carga 


Ecuación de 
la carga 


Figura 5.25 Conexión serie de la máquina de corriente continua 


La conexión serie del devanado de campo es una de las más utilizadas en los sistemas de tracción 
eléctrica. En este caso, la tensión aplicada se reparte entre la armadura y el campo, y la corriente 
de armadura también circula por el campo. En la figura 5.25 se muestra el esquema de esta 
conexión. 


Las ecuaciones dinámicas de la conexión serie son: 


v =va+vf = (Ra tRp)it (La+Ly) pi + GOni = (Rr +G0n) i+Lr pi (5.19) 
Tm = —G? + JOm +P Om (5.20) 
En régimen permanente se tiene: 
V = (Rr+G@m)1 (5.21) 
T, = GP (5.22) 
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Figura 5.26 Característica par-velocidad de una máquina de conmutador serie 


Sustituyendo la corriente / de la ecuación 5.21, en la expresión 5.22 se obtiene: 


GV? 


L= — OF Z 
(Rr + GO) 


(5.23) 


En la figura 5.26 se representa la característica de par eléctrico para una máquina de corriente 
continua con excitación serie. 


La característica par-velocidad tiene la forma de una hipérbola cuadrática, como se deduce de 
la ecuación 5.23. Esta característica permite variar ampliamente el par resistente manteniendo 
la potencia mecánica prácticamente constante'?. El motor serie se utiliza frecuentemente en 
tracción eléctrica porque permite obtener un elevado par de arranque. Al igual que en el motor 
derivación, es necesario limitar la corriente de arranque. 


La máquina de conmutador con excitación compuesta posee características combinadas de las 
máquinas derivación y serie. La característica de estas máquinas se parecen más a uno u otro 
tipo, dependiendo del grado de intensidad que proporcione el campo serie y el campo derivación. 


12 Muchas pequeñas máquinas utilizadas en el hogar tales como taladros, licuadoras y aspiradoras, entre otras, 
utilizan esta conexión. Aun cuando la mayoría de ellas se accionan mediante corriente alterna, como la armadura 
y el campo serie conducen la misma corriente el par es proporcional al cuadrado de la corriente. Las reactancias 
de las bobinas tienen el efecto de limitar la circulación de corrientes alternas sin producir pérdidas. Una licuadora 
tiene una alta carga cuando comienza a triturar los alimentos y su velocidad es baja en esta condición; en la 
medida que la carga se procesa, la velocidad aumenta y el par disminuye, tal como sucede en las máquinas de 
excitación en serie. Argumentos similares se pueden utilizar en las otras aplicaciones. 
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Figura 5.27 Diagrama de bloques de la maquina de corriente continua 


V.4 CONTROL DE VELOCIDAD 


Después de analizar el comportamiento en régimen permanente de las máquinas de corriente 
continua, es posible estudiar el comportamiento transitorio mediante su función de transferencia. 
La máquina de corriente continua satisface el sistema de ecuaciones diferenciales 5.4 en régimen 
transitorio. De la ecuación de tensión para el eje B se puede obtener la función de transferencia 
operacional de la corriente ig: 


1 


. vB Rbera YB 
R B (1 + Ran p) BP 
La ecuación del eje d en 5.4 permite obtener la corriente ig: 
; Va — GOmig T. (va = GOmig) (5.25) 
d = ——== === — -———_—__—_—_——_—_—_— . 
Lg 1+74 
Ra (1 NS p) p 
A partir de la ecuación diferencial correspondiente al eje mecánico se obtiene: 
1 de 
To + Tp = (Gigig + Tm (O) 
On = Te + Tm (On) = p (Gigia + Tm (On) (5.26) 


p+Jp 1+Tup 


En la figura 5.27 se han representado las funciones de transferencia 5.24, 5.25 y 5.26 en diagra- 
ma de bloques, con sus respectivas realimentaciones e interconexiones. Este diagrama contiene 
multiplicadores, debido a las no linealidades implícitas entre las variables de estado del modelo. 
Por esta razón no es posible reducir este diagrama a una función de transferencia. Asumiendo 
que la tensión vg es constante, la corriente ig se estabiliza en un valor continuo después de 
varias constantes de tiempo. En estas condiciones se puede representar el modelo dinámico de 
la máquina de corriente continua mediante un solo bloque. Con la corriente ig constante, se 
puede definir como constante k al producto de esta corriente por el coeficiente de generación G 
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k=Gi,=cte. 


E, 


Figura 5.28 Diagrama de bloques de la máquina con corriente de campo constante 


de la máquina. En la figura 5.28 se observa el diagrama de bloques de la máquina de corriente 
continua excitada con una corriente constante en el campo. 


Este último diagrama de bloques se puede reducir a una función de transferencia cuando el par 
mecánico es nulo o constante. Un par mecánico constante no altera la respuesta transitoria del 
sistema sino los valores en régimen permanente. Definiendo la función de transferencia T (p) 
como el producto de las funciones de transferencia de la figura 5.28: 


/ k 1 1 
T (p) = ==" (5.27) 


La función de transferencia entre la velocidad mecánica de la máquina y la tensión aplicada en 
el circuito de armadura es: 


d 


On(P) = T (p) k 


= — r Sy _ (5.28) 
valp)  14+KT'(p) Rap (1+ tap) (d+ Tup) +k? 
Transformando al dominio de Laplace la función de transferencia 5.28 se obtiene: 
Om k 
(5) (5.29) 


Vals) o Raptatms? ++Rap (Ta +t)s+Rap + k2 


Como todos los términos del denominador de la función de transferencia 5.29 son positivos, los 
polos del polinomio tienen parte real negativa. Por esta razón, la respuesta del sistema siempre 
es estable. Para reducir los tiempos de respuesta se puede ajustar el valor de la constante k 
variando la corriente de campo ig. La constante de tiempo de la armadura de la máquina Tq es 
generalmente mucho menor que la constante de tiempo del sistema mecánico Ty y puede ser 
despreciada en la ecuación 5.29: 


Am k 
(s) = RA (5.30) 
Vals)  Raptus+Rap +k 
El polo de la función de transferencia 5.30 es: 
Rap + 
s= (5.31) 
RaP Tu 
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k=Gi ¡=cte. 


E, w 


Figura 5.29 Máquina de corriente continua sin fricción 


Al aumentar el valor de la constante k,!? el valor del polo se hace más negativo y la respuesta 
de la máquina es más rápida. Al aumentar la corriente de campo en una máquina de corriente 
continua se incrementa considerablemente la velocidad de respuesta. 


Otra aproximación habitual cuando se analiza la dinámica de la máquina de corriente continua, 
consiste en despreciar la fricción. En estas condiciones el coeficiente de fricción p es cero. En la 
figura 5.29 se ilustra el diagrama de bloques correspondiente al sistema sin pérdidas mecánicas. 


Repitiendo el análisis realizado anteriormente se obtiene la función de transferencia: 


mls) ___ kN (5.32) 
Va(s) Ral (5 ot s) 

Cuando se desprecia la fricción es evidente que para mover el. polo del sistema a la izquierda es 
necesario incrementar el valor de la constante k y por lo tanto la corriente de campo. Mientras 
más corriente de campo circula por la máquina, los procesos dinámicos o respuestas transitorias 
son más rápidos. 


La variable de control en este sistema es la tensión de armadura v¿, debido a que la constante de 
tiempo de este circuito Tg es mucho menor que la constante de tiempo mecánica Ty, fuertemente 
dependiente de la inercia J. Para que la respuesta de una máquina sea rápida es necesario que la 
inercia sea pequeña. Las máquinas de corriente continua son muy rápidas y se utilizan amplia- 
mente para el control par-velocidad en los procesos industriales y en los sistemas de tracción 
eléctrica. 


V.5 VALORES NOMINALES Y BASES 


En las máquinas eléctricas es frecuente emplear como potencia base la potencia de salida o 
potencia útil en el proceso de conversión. Para un motor de corriente continua la potencia de 
salida se encuentra disponible en el eje mecánico. En los generadores de corriente continua la 
potencia de salida está disponible en los bornes de la armadura. En los datos de placa de una 
máquina se especifican las tensiones, corrientes y potencias nominales. El rendimiento de la 
máquina en el punto nominal se puede calcular a partir de estos valores: 


Peje = In i Vn ` Nnnotor (5.33) 


13 Es conveniente recordar que incrementar la constante k es igual a incrementar la corriente de campo i B- 
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Tabla 5.1 Valores típicos de los parámetros para las máquinas de corriente continua 


Drees = In ` Vn = Pree ` endo (5.34) 
La impedancia base de la máquina de corriente continua es: 
da E (5.35) 
Ip Ln 


En el cuadro 5.1 se han indicado valores típicos asociados con las máquinas de corriente con- 
tinua, en función de los valores base de la impedancia Zg, potencia Pg = Preje y corriente de 
armadura Ig = In,- 


V.6 REACCION DE ARMADURA!4 


Hasta el momento se ha supuesto que no existe interacción entre los campos producidos por 
los devanados de campo y las corrientes que circulan por la armadura. El flujo que produce el 
campo está orientado según el eje B de la máquina y el flujo que se produce en la armadura 
está orientado según el eje d. El campo total en el entrehierro de la máquina se intensifica en 
un extremo del polo y se debilita en el otro. En la figura 5.30 se observa un diagrama de esta 
situación. En las zonas polares donde se refuerza el flujo, el material magnético se satura, in- 
crementándose la caída del potencial magnético en el entrehierro produciendo un debilitamiento 
del campo resultante en la máquina. Por otra parte, el eje neutro de la máquina se desplaza un 
cierto ángulo de la vertical, y si este desplazamiento no es compensado con un desplazamiento 
semejante de la separatriz de la máquina, parte de la armadura actuará como un motor y otra par- 
te como generador!*. El rendimiento y las características nominales de la máquina se reducen 
notablemente en estas condiciones. 


La reacción de armadura también ocasiona la aparición de tensiones más elevadas entre las 
delgas debido a que el campo en el entrehierro no se encuentra uniformemente repartido. Como 
en las cabezas del polo se presentan densidades de campo mucho mayores, los conductores que 
atraviesan esa zona generan fuerzas electromotrices de mayor intensidad, por consecuencia se 
incrementan los arcos eléctricos durante las conmutaciones del colector. Estos arcos incrementan 
las pérdidas de la máquina y deterioran prematuramente esta pieza. 


Para reducir el efecto negativo ocasionado por la reacción de armadura se puede colocar en el 
eje B del estator un devanado adicional de compensación. Por este devanado se hace circular la 


'4 En algunos textos se denomina también reacción del inducido. 
15 Ver la figura 5.14 para mayor detalle. 
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Figura 5.30 Reacción de armadura en las máquinas de corriente continua 


corriente de armadura. Es muy importante que la polaridad de este devanado produzca una fuerza 
magnetomotriz igual pero de sentido contrario al de la armadura para neutralizar su efecto. En 
la figura 5.31 se muestra la disposición física de la nueva bobina estatórica de compensación y 
su modelación como máquina generalizada. 


Para analizar la máquina de corriente continua, incluyendo el devanado compensador de la re- 
acción de armadura, se tiene: 


Va Re + Lep 0 Leap la 
vg | = 0 Rg +Lgp 0 ip (5.36) 
Vd Leap 0G Ra + Lap iq 


El sistema de ecuaciones diferenciales 5.36 se encuentra sujeto, de acuerdo con la figura 5.31, a 
las siguientes condiciones de contorno: 


iq = —id 


v = —va tva (5.37) 


Aplicando las condiciones de contorno 5.37 al sistema de ecuaciones diferenciales 5.36, se ob- 


tiene: : ; 
we (Re +Ra) + (Le + La — 2Lca) p 0G ld (5.38) 
VB 0 Rg +Lgp ip i 


Si el número de vueltas de la bobina compensadora se iguala al número de vueltas de la arma- 
dura: 
Le + La — 2L¿4 S 0 (5.39) 
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(b) Devanado de compensación y polos auxiliares de con- 
mutación 


Figura 5.31 Devanado de compensación de la reacción de armadura 
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e¿=G0lg 7 € ¿=2 +0 pi y 


Figura 5.32 Linealización por tramos de la curva de magnetización 


De esta forma, además de compensar la reacción de armadura de la máquina se puede mejorar 
la respuesta dinámica del sistema. 


V.7 SATURACION DE LA MAQUINA DE CORRIENTE CONTINUA 


En el análisis desarrollado para la máquina de corriente continua se ha supuesto que el mate- 
rial tiene un comportamiento lineal, exento de saturación. En otras palabras, se supone que las 
inductancias, resistencias y coeficientes de generación son constantes en el dominio de las va- 
riables de interés. En las máquinas reales, esta hipótesis no puede ser mantenida y es necesario 
estudiar el efecto de la saturación. 


Cuando se aumenta la corriente de campo en una máquina de corriente continua, inmediatamente 
se incrementa el flujo en el entrehierro, pero esta variación no es lineal. Esto se debe a que 
cuanto mayor es la intensidad de campo magnético y más alineados se encuentran los dominios 
magnéticos en el hierro, es necesaria mucha más energía para lograr otra pequeña alineación 
que incremente el campo total. La principal consecuencia que tiene la saturación en la máquina 
de corriente continua es que la fuerza electromotriz de armadura eg, no depende linealmente 
de la corriente de campo ig. La solución de este problema se puede obtener linealizando la 
característica de vacío de la máquina de corriente continua, tal como se observa en la figura 
2323 


La característica de magnetización se linealiza mediante asintotas O rectas tangentes a esta cur- 
va. Cuando se aproxima la característica mediante dos rectas se obtiene: 


= G1 Omig , Siig < igo 


En la ecuación 5.40, Gı es el coeficiente de generación no saturado, G2 es el coeficiente de 
generación saturado y egg representa la fuerza electromotriz de remanencia que existiría en la 
armadura de la maquina, si al reducir a cero la corriente de campo la maquina permaneciese 
saturada. 
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Figura 5.33 Corrientes en la armadura antes y después de una conmutación 


Es suficiente conocer la característica de fuerza electromotriz inducida contra la corriente de 
excitación a una sola velocidad, porque a cualquier otra velocidad existe una relación siempre 
lineal entre la velocidad mecánica y la fuerza electromotriz inducida en los conductores de la 
armadura. 


V.8 LA CONMUTACION 


Al analizar la acción del conmutador se determinó que la corriente que circula por los conduc- 
tores de la armadura invierte su sentido de circulación justo al pasar frente a los carbones. Antes 
del proceso de conmutación se presenta la situación que se muestra en la figura 5.33. 


En la figura 5.33 se observa que en la bobina que converge a la delga (1), la corriente se dirige 
hacia esa delga, mientras que en la (2), la corriente se aleja de la delga, ya que está conectada a 
una escobilla o carbón en el cual se ha inyectado la corriente /. Las escobillas en la realidad se 
encuentran generalmente fijas con respecto al estator o campo de la máquina, pero para explicar 
el proceso se puede suponer que el carbón se mueve a una velocidad v y que la armadura se 
encuentra fija. En la figura 5.33, en el diagrama de la derecha, se muestra la situación que se 
obtiene cuando la escobilla toca a la siguiente delga del colector. Cuando la escobilla pasa de la 
posición (2) a la (3) en la figura, todas las corrientes a la derecha e izquierda de esa delga no se 
alteran, sólo en la espira gruesa ocurre inversión de la corriente antes y después del paso de la 
escobilla. De este razonamiento se deduce que en la espira marcada en la figura ocurre todo el 
proceso de conmutación. 


La dificultad para la realización del proceso de conmutación se debe a que previamente, la 
corriente en la espira tiene una magnitud de os y al finalizar el proceso la corriente es 35. En 
la figura 5.34 se muestra un gráfico de la corriente en la espira en función del tiempo. 


El proceso de cambio de la corriente desde su valor +5 a => depende de la fuerza electromotriz 
inducida durante la conmutación. Este proceso se lleva a cabo durante el tiempo de conmutación 
Ate. El tiempo de conmutación Af, se calcula a partir de la velocidad de la máquina n, medida 
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Figura 5.34 Conmutación de la corriente en una espira de la armadura 


en revoluciones por minuto, y del número de delgas Np del colector: 


At. = 69 (5.41) 
n- Np 


Al invertir la corriente en la espira desde +5 a => durante el tiempo Af,, se origina una fuerza 
electromotriz e en la espira, que intenta oponerse al cambio de la corriente. La fuerza electro- 
motriz en la espira se calcula como: 


(5.42) 


En el momento de la conmutación, la espira se encuentra muy cercana a la línea neutra, la 
inductancia propia de la espira Le es: 


uA 
Le =N? P, = N22 (5.43) 


€ 26 


En la ecuación 5.43: 


P es la permeanza de la espira 

Ne es el número de vueltas de la espira 
Ae es el área de la espira 

ô es el espesor del entrehierro 


Si no aparece la fuerza electromotriz descrita en la ecuación 5.42, el reparto de corrientes entre 
las dos delgas que están siendo tocadas por el carbón depende de la resistencia de contacto. La 
resistencia de contacto depende del maquinado de los materiales y de la presión que se ejerce en 
el contacto. La corriente que circula por cada delga es inversamente proporcional a la resistencia 
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arco 


Figura 5.35 Producción del arco eléctrico al conmutar una delga por la si guiente 


de contacto y por lo tanto directamente proporcional al área de contacto entre el carbón y la 
delga. Por esta razón, a medida que la escobilla se desplaza sobre la delga, la resistencia de 
contacto varía aproximadamente de forma lineal y si no existe fuerza electromotriz en la bobina, 
la conmutación se produce de forma ideal, tal como se observa en la figura 5.34. Durante el 
proceso de conmutación, la fuerza electromotriz intenta mantener en circulación la corriente de 
la espira en la misma dirección, esto trae como consecuencia que el proceso de conmutación real 
sea más lento y la parte de la escobilla que va entrando en la nueva delga tenga una corriente 
menor a la que le corresponde a su área de contacto. 


La punta de la escobilla que está abandonando la delga, tiene una densidad de corriente muy 
elevada, que ocasiona pérdidas Joule significativas y altas temperaturas que pueden deteriorar 
las delgas y las escobillas. Cuando la escobilla toca sólo la nueva delga, la fuerza electromo- 
triz inducida en la bobina anterior intenta mantener circulando la corriente y por esta razón se 
produce el arco eléctrico. En la figura 5.35 se muestra un diagrama de esta situación. 


En el momento del último contacto entre el carbón y la delga vieja, el gi aumenta considerable- 
mente, incrementando en forma sustancial la fuerza electromotriz de conmutación y producien- 
do el cebado del arco eléctrico. Como latemperatura de estabilización de la escobilla es elevada, 
se facilita la ionización del aire y la producción del arco eléctrico. La energía en forma de calor 
en el arco es capaz de fundir metales. Esta fusión no ocurre en la operación normal debido a 
que el colector está rotando y el arco sobre cada delga dura tan sólo fracciones de milisegundo. 
Si se incrementa la corriente de conmutación, el área de ionización puede ser tan extensa que 
se originen arcos entre delga y delga. Si esta situación se propaga a un número importante de 
las delgas, se-origina el fenómeno conocido como arco de fuego y todo el colector queda en 
cortocircuito. 


Para contrarrestar el fenómeno de la conmutación con arco, durante el proceso de diseño de la 
máquina se intenta incrementar en lo posible el número de delgas para que varias de ellas puedan 
ser contactadas por una escobilla simultáneamente, obteniendo así una reducción del problema 
de la conmutación. 


Una solución efectiva para el problema de la conmutación consiste en equilibrar la fuerza elec- 
tromotriz que intenta mantener circulando la corriente en la espira, con una fuerza electromotriz 
generada localmente sobre la espira que está conmutando. Esta espira se encuentra en una zona 
cercana a la línea neutra, el flujo que la atraviesa en ese momento es máximo y su derivada 
es prácticamente nula. En estas condiciones no es posible equilibrar la fuerza electromotriz de 
conmutación. 
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Figura 5.36 Máquina con polos auxiliares de conmutación y su representación 


Si se colocan polos auxiliares, semejantes a los presentados en la parte (b) de la figura 5.321% pa- 
ra producir un campo magnético sólo sobre los conductores que están conmutando la corriente, 
se puede generar una fuerza electromotriz contraria a la de conmutación y neutralizar la forma- 
ción del arco eléctrico. De la ecuación 5.42 se tiene que la fuerza electromotriz de conmutación 
depende de la corriente de armadura y de la velocidad; la fuerza electromotriz inducida en los 
conductores que están conmutando debida a los polos auxiliares depende de la velocidad tan- 
gencial de los conductores y del campo magnético auxiliar, por tanto para que las dos fuerzas 
electromotrices actuantes se neutralicen, es necesario que la corriente de armadura excite los 
campos auxiliares de la máquina. 


De esta forma es posible diseñar la máquina para que en cualquier condición de carga la conmu- 
tación se realice de forma ideal. En la figura 5.36 se muestra un diagrama de la situación física 
de los polos auxiliares y el modelo en coordenadas AP dq de la máquina. 


Si se compara el modelo en coordenadas a Pdq de la figura 5.36 con el modelo de la figura 5.31 
para la compensación de la reacción de armadura, se observa que el análisis es idéntico. La única 
diferencia consiste en que el término Le +Lg—2L, no puede ser despreciado, ya que los polos 
auxiliares de conmutación producen sólo un campo local y no pueden por tanto compensar el 
flujo total de la armadura, como es el objeto de las bobinas de compensación de reacción de 
armadura. 


v.9 PÉRDIDAS EN LAS MÁQUINAS DE CORRIENTE CONTINUA 


El rendimiento de una máquina eléctrica se define como: 


Psal 3 Pent — Prer _ Psal 5j Ppér (5 44) 


Pent Pent Psa +P pér 7 Pent 


En la ecuación 5.44 se observa que determinando las pérdidas en una máquina se puede obtener 
su rendimiento!”. Las pérdidas de una máquina de corriente continua se pueden dividir en: 


16 Los polos auxiliares se encuentran ubicados en el espacio existente entre los polos principales del estator. 
'7 Este método incluso es preferible a la medida directa del rendimiento (Psar. /Penr), debido a que generalmente 
las máquinas eléctricas convencionales tienen un rendimiento elevado, las pérdidas son una fracción reducida de 
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1. Pérdidas debidas al flujo principal 


a) Pérdidas en el hierro del rotor 
b) Pérdidas en la cara del polo 


c) Pérdidas en el cobre del polo 


2. Pérdidas en carga 


a) Pérdidas por efecto Joule 


b) Pérdidas por efecto pelicular 


3. Pérdidas por rozamiento y resistencia del aire 


a) Pérdidas por fricción en los rodamientos 
b) Pérdidas por fricción en las escobillas 


c) Pérdidas por ventilación 


Las pérdidas ocasionadas por flujo principal dependen de la intensidad del campo magnético de 
la máquina. En primer lugar existen pérdidas en el hierro del rotor, ya éste que gira con respecto 
al campo magnético producido por la bobina B. El material magnético se magnetiza y desmag- 
netiza durante cada vuelta del rotor. En estas condiciones se producen pérdidas de histéresis 
que dependen del número de revoluciones por minuto y del volumen de hierro involucrado. El 
hierro del rotor se encuentra laminado para reducir las corrientes de Foucault, pero aún así se 
producen pérdidas que dependen de la densidad de campo, del número de ciclos magnéticos por 
segundo, del espesor de las chapas del rotor, de la calidad del hierro utilizado y de su volumen. 
Para evaluar las pérdidas del histéresis algunos autores proponen la ecuación: 


Phierro =a f -B+b- f-B? (5.45) 


En la ecuación 5.45, los coeficientes a y b son constantes, f es la frecuencia en Hz y B es la 
densidad de campo en Wb/m?. En la mayoría de los casos prácticos, el primer término de la 
ecuación 5.45 es despreciable y se puede utilizar la expresión: 


_ 2 
Phierro = b. f -B (5.46) 
la potencia de entrada y por esta razón los errores en la determinación de las pérdidas tienen un efecto menor 


sobre el cálculo del rendimiento que cuando los errores de medición afectan a las potencias que están siendo 
transformadas. 
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Las pérdidas de Foucault se pueden estimar mediante la expresión: 
Proucault = € T ` B? (5.47) 
Para evaluar las pérdidas totales en el hierro a partir de las ecuaciones 5.46 y 5.47 se obtiene: 


Pr hierro = Prist + Proucault =b- f ` B? Pe: r g B? (5.48) 


En la práctica la magnitud de la densidad de campo magnético B es difícil de medir, pero la 
fuerza electromotriz que se induce en el rotor en la condición de vacío es proporcional al campo 
y la ecuación 5.48 se puede escribir como: 


y2 
Pr hierro = kı F F ko Vè (5.49) 


Las ranuras del rotor producen variación de la reluctancia y por lo tanto variación del flujo. Esta 
ondulación induce corrientes de Foucault en la superficie o cara del polo con una frecuencia de 
valor: 


n 
fa= 0% (5.50) 


En la ecuación 5.52, O es el número de ranuras del polo y n es la velocidad de la máquina en 
revoluciones por minuto. Para producir el flujo principal es necesario hacer circular corriente 
por una bobina física con resistencia y por esta razón se producen pérdidas por efecto Joule en 
el cobre de la bobina de campo. Estas pérdidas se calculan como: 


Peobreexc = Rg Tj (5.51) 


Cuando la máquina se encuentra en carga, absorbe o entrega corriente de la fuente. Las corrientes 
que circulan por las resistencias de las bobinas de la armadura, por los polos auxiliares, los 
devanados de compensación y por los devanados de excitación serie, producen pérdidas por 
efecto Joule. Todas estas resistencias se pueden agrupar en la resistencia de armadura R4 y sus 
pérdidas se evalúan así: 

Peobrearm = Ra * i (5.52) 


Como la resistencia de las escobillas depende de la corriente, se asume que cada escobilla oca- 
siona un voltio de caida de tensión y de esta forma las pérdidas producidas por la corriente de 
armadura se pueden calcular como: 


Pom=Ra LS ly (5.53) 


Como la corriente que circula por la armadura es alterna de frecuencia: 


p:n 


— .54 
120 (Pa 


Í rotor — 
se producen en el rotor las pérdidas por efecto pelicular, donde p es el número de pares de 
polos de la máquina. Estas pérdidas debidas al incremento de la resistencia de los conductores 
en presencia de campos magnéticos variables en el tiempo se amortiguan considerablemente si 
en lugar de construir la armadura con un conductor en una ranura profunda se utiliza un haz de 
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conductores delgados y aislados entre sí. En todo caso, para evaluar estas pérdidas es necesario 
determinar la resistencia de la armadura a cada velocidad de operación. 


Las pérdidas mecánicas de la máquina son ocasionadas por fricción o por consumo de los ro- 
detes utilizados para la refrigeración de la máquina. La fricción se localiza principalmente en 
los rodamientos y en el contacto entre las escobillas y el colector. Para determinar las pérdidas 
debidas a los rodamientos se puede utilizar la ecuación: 


F 
Prod = Orod D Vrod (5.55) 


En la ecuación 5.55, Gq es el coeficiente de roce, F es la fuerza actuante sobre el rodamiento, 
D es el diámetro al centro de las bolas y v,ọq es la velocidad tangencial del muñón. Para las 
escobillas, las pérdidas de fricción se determinan como: 


Pesc = Oesc fe Se Ve (5.56) 


En la ecuación 5.56, es. es el coeficiente de roce entre el colector y la escobilla, fe es la fuerza 
de presión sobre la escobilla, Se es el área de la superficie de contacto entre la escobilla y el 
colector y ve es la velocidad tangencial del colector. Finalmente las pérdidas de ventilación se 
pueden evaluar mediante la expresión: 


Prent = ky Q ` y? (5.57) 


En la ecuación 5.57, O es el caudal de aire impulsado por el ventilador, v es la velocidad en la 
periferia del ventilador y k, es un coeficiente constante que depende del tipo de rodete utilizado 
y de sus características constructivas. Como el caudal O es proporcional a la velocidad de la 
bomba, las pérdidas de ventilación dependen del cubo de la velocidad. 


v.10 CONTROLADORES ELECTRÓNICOS DE VELOCIDAD 


El control de velocidad en las máquinas de corriente continua se realiza mediante la variación 
de la tensión de armadura. Esto permite lograr una gran velocidad de respuesta en el proceso 
transitorio. Antes de la aparición de los controladores electrónicos de potencia, la velocidad de 
las máquinas de corriente continua se controlaba intercalando resistencia en el circuito de arma- 
dura. Este mecanismo de control producía pérdidas considerables de energía durante el proceso 
de regulación. Utilizando dispositivos electrónicos de potencia es posible obtener fuentes de 
tensión controlable y de alto rendimiento. 


Las fuentes normalmente disponibles son trifásicas de tensión alterna en los sistemas industria- 
les, o continuas en los sistemas de tracción eléctrica tales como ferrocarriles, metros, tranvías 
y trolebuses. Las fuentes de corriente alterna utilizan rectificadores controlados para obtener 
corriente continua con tensión variable y las fuentes de corriente continua utilizan troceado- 
res de tensión 0 choppers, que no son otra cosa que transformadores de corriente continua a 
corriente continua. En la figura 5.37 se muestra un diagrama básico de estos convertidores. 


Con un puente rectificador semejante al de la figura 5.37 se pueden obtener tensiones positivas 
y negativas retardando el ángulo de disparo œ de los tiristores. En este tipo de puentes no es 
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Figura 5.37 Convertidores de potencia con salida en corriente continua 


posible invertir el sentido de la corriente. Para obtener inversión en el sentido de las corrientes 
es necesario utilizar un puente rectificador de cuatro cuadrantes, que es equivalente a utilizar dos 
rectificadores conectados en oposición de polaridad sobre la carga. 


Aun cuando los puentes rectificadores son fuentes de tensión continua variable, resulta sencillo 
convertirlos en fuentes de corriente mediante un lazo de realimentación. En la figura 5.38 se ha 
representado un puente rectificador controlado realimentado en corriente. 


El compensador proporcional-integral-derivativo (PID) que se muestra en la figura 5.38, integra 
el error que existe entre la corriente que circula por la carga y la consigna de corriente deseada. 
A medida que el error crece, la red de compensación incrementa su tensión de salida y se ajusta 
el ángulo de disparo œ del puente rectificador. Cuando el error existente entre la corriente real 
y la consigna es prácticamente cero, el ángulo de disparo se mantiene constante. Mediante este 
mecanismo, la fuente de tensión continua variable se transforma en una fuente de corriente 
continua controlada mediante el valor de consigna. 


Los sistemas de transporte metropolitanos, interurbanos y los ferrocarriles utilizan fuentes de 
tensión continua para evitar las caídas de tensión en las reactancias de los alimentadores. Por 
esta razón es necesario un transformador de corriente continua a corriente continua variable. 
Este dispositivo se denomina troceador de voltaje o chopper. Un chopper posee la estructura 
básica que se muestra en el diagrama de la figura 5.39. Cuando el transistor de potencia Q de la 
figura entra en conducción, la tensión sobre la carga es igual a la tensión de la fuente: 


vo=V (5.58) 
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Sensor de corriente 
por efecto Hall 


Control de disparo Q 


l deseada 


Figura 5.38 Puente rectificador controlado realimentado en corriente 


(a) Tracción (b) Frenado regenerativo 


Figura 5.39 Diagramas básicos del troceador de tensión para tracción y frenado regenerativo 


Si el transistor Q conduce, circula corriente por el motor. Si el transistor deja de conducir, la 
corriente que circulaba por el motor tiende a seguir circulando forzada por la inductancia de 
alisamiento La que se encuentra en serie con la armadura del motor. 


En ese momento entra a conducir el diodo de descarga libre D, puesto que es el único camino 
que tiene la corriente para continuar circulando. Las ecuaciones que rigen el comportamiento 
del circuito son: 


i 
vo => +Rri+E (5.59) 


Cuando el tiristor conduce, a partir de las ecuaciones 5.58 y 5.59 se obtiene: 


di 


dt T (Rr F GO) i (5.60) 


P 
V =I IRE en 
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La solución de la ecuación diferencial 5.60 es: 


¡ea 


aat- je 7%) Imine 7 5.61 
RT + GO, ( j y i ( ) 


Donde [nin es el valor de la corriente en el motor en el momento que comienza la conducción 
del transistor O y la constante de tiempo 7, está definida por la expresión: 
Er 


= —_—__. 5.62 
Rr + GOn ( ) 


Te 


En la figura 5.39 se muestra el estado cuasiestacionario descrito en la expresión 5.61. Por inte- 
gración se puede calcular la tensión promedio en la carga (vo): 


1 E 1 tcon de Leon 
(vo) = zÍ volt) dt = = | Vdt+ oar| y (5.63) 


tcon 


Introduciendo la ecuación 5.59 en la expresión 5.63: 


i (t) dt : [ L “e ¡+ GOmni | dt 
E Vi a EA m = 
Th” T | Jo N “ds e 


i(T) T 
al [ adi / (Rr + Gey tat = (Rufo, TT (5.64) 
i(0 0 


(vo) 


En la ecuación 5.64, la integración en el diferencial de corriente di es cero, ya que en el régimen 

cuasiestacionario la corriente en ¿(0) es igual a la corriente en i(T). De la ecuación 5.63 y 5.64 

se determina que: 

tecon 

(i) = Pel aa = aT 
Rr + GOin Rr + GOm 

En la ecuación 5.65, ô es la razón de conducción que se calcula como el tiempo tcon durante el 

cual el transistor O conduce, dividido entre el período total T del chopper. 


(5.65) 


En la máquina de tracción existe una exigencia de par mecánico sobre el eje, esto determina la 
corriente necesaria y como la tensión de la fuente y la velocidad de la máquina también están 
determinadas, se obtiene el ángulo 6 de conducción para la condición de tracción especificada. 


Un troceador de tensión permite también la posibilidad de frenado regenerativo, es decir, con- 
vertir la energía cinética almacenada en la masa del vagón, en energía eléctrica para devolverla 
a la red. Para obtener esta posibilidad es suficiente con invertir la conexión de armadura de la 
máquina. Para realizar el cambio, se invierte la fuerza electromotriz E de la máquina. En la fi- 
gura 5.39 también se muestra un diagrama del circuito utilizado para el frenado regenerativo de 
los motores (b). En este circuito, cuando el transistor O conduce, se produce un cortocircuito de 
la fuerza electromotriz sobre la inductancia de alisamiento Ly. Durante este tiempo la corriente 

aumenta de acuerdo con la ecuación: ; 
E= Aa (5.66) 

dt 
La inductancia de alisamiento acumula energía en el campo magnético durante el tiempo en el 
cual el transistor Q mantiene la conducción. Cuando el transistor interrumpe la circulación de 
la corriente, la inductancia de alisamiento mantiene circulando la corriente de la armadura y el 
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Figura 5.40 Característica par-velocidad motor serie con el campo debilitado 


único camino posible es a través del diodo de frenado D hacia la fuente. En esta condición la 
red recibe energía y la corriente tiende a decrecer. Durante el proceso, la corriente de armadura 
y la corriente de campo no se han alterado, solamente se ha invertido el sentido de la fuerza 
electromotriz y por lo tanto el par sobre el eje de la máquina es ahora de frenado, con lo cual se 
reduce la velocidad y el vehículo se detiene. 


Si en lugar de una fuente de tensión se conecta una resistencia, la energía cinética almacenada 
en la inercia del sistema se entrega como pérdidas en esta resistencia y el proceso se denomina 
frenado reostático. El frenado reostático se utiliza frecuentemente en los sistemas de tracción 
eléctrica, ya que muchas fuentes de corriente continua no son reversibles, no pueden absorber 
potencia. Cuando un sistema no es capaz de absorber la potencia del frenado se dice que la red 
eléctrica no es receptiva. Aun cuando un sistema no sea receptivo, como en la red existen cargas 
frenando y acelerando simultáneamente, siempre existe una cierta receptividad que puede ser 
aprovechada. 


Mediante el troceador de tensión es posible acelerar o frenar una máquina, pero cuando el dis- 
positivo se satura porque alcanza el ángulo máximo de conducción!*, es posible continuar ajus- 
tando las características de tracción de una máquina de corriente continua con excitación serie 
mediante el debilitamiento de la corriente de campo. Esto se consigue conectando resistencias 
en paralelo con el campo serie. Al disminuir la corriente de campo, aumenta la corriente de 
armadura y se puede ajustar el par, ya que la corriente de armadura se incrementa en una propor- 
ción mayor que la disminución de la corriente del campo, debido a que la resistencia del circuito 
de armadura es pequeña. En la figura 5.40 se muestra la curva característica par-velocidad de un 
motor serie con el campo debilitado. 


6 gel 
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Figura 5.41 Metadina transformador 


v.11 MÁQUINAS ESPECIALES DE CORRIENTE CONTINUA 


La posibilidad de colocar dos juegos de escobillas en una máquina de corriente continua, una 
en el eje d y otra en el eje q, permite el estudio y la fabricación de algunas máquinas especia- 
les de conmutador. Estas máquinas se pueden utilizar como transductores o servomecanismo en 
los procesos de control. También se pueden construir fuentes de corriente o amplificadores de 
gran ganancia. El estudio de estos convertidores se puede realizar mediante la transformación 
a coordenadas a@Bdq. La familia de máquinas con doble juego de escobillas se denominan las 
metadinas 0 metadinamos. El prefijo griego meta- indica algo que va más allá y por lo tanto las 
metadinas o metadinamos son algo más que dinamos o generadores convencionales de corriente 
continua. De la familia de las metadinas se analizan en esta sección dos representantes, el prime- 
ro será la metadina transformador, que permite convertir una tensión constante en una corriente 
constante, y el segundo será la amplidina o amplificador rotativo; muy utilizada hasta hace unos 
años como excitatriz de las máquinas sincrónicas, debido a su elevada ganancia y gran velocidad 
de respuesta. La metadina transformador es un máquina de campo cruzado (d, q) que no posee 
devanados en el estator. En la figura 5.41 se muestra un diagrama de la máquina. 


Las ecuaciones que rigen el comportamiento de esta metadina son: 


Vd = Rat Lap ò Gag ld 
va —0Gdg Ra+Lap | | ig 
Te = (Gaq—Gaq) iaig =0 (5.67) 


Como la máquina es totalmente simétrica en el eje d y en el eje q, y se asume un acoplamiento 
perfecto, es decir, se desprecia el flujo de dispersión: 

Ra = R¿=R 

La Lg = Gay =L (5.68) 
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En régimen permanente y de acuerdo con las ecuaciones 5.67 y 5.68 se obtiene: 


Vil [| R OL] [ly 

[ve 17 [ón klia o 

Si se alimenta el eje d con una fuente de tensión V y se coloca una carga resistiva en los bornes 
del eje q, se obtienen las siguientes condiciones de contorno: 


Vi = Y 
V, = —Relg (5.70) 


Sustituyendo las condiciones 5.70 en el sistema de ecuaciones 5.69 se obtiene: 


Vil [| R OL La 
HEERA em 
Si la resistencia R de los devanados d y q es muy pequeña, se pueden despreciar las caidas 
resistivas en estos devanados; en esta condición se obtiene: 


V = OLI, (5.72) 


De la ecuación 5.72 se puede despejar la corriente J,: 


V 
Lge (5.73) 

OL 
La ecuación 5.73 indica que si se desprecian las caídas en las resistencias de los devanados de 
armadura, la metadina transformador convierte la tensión V aplicada en el eje d en una corriente 
constante en el eje q. La corriente del eje cuadratura depende sólo de la velocidad de la máquina. 


La amplidina posee un devanado de compensación de la reacción de armadura que se diseña para 
reducir el valor de las inductancias propias y mutuas. De esta forma se incrementa la velocidad 
de respuesta en los procesos transitorios. La ganancia de corriente de armadura a tensión de 
campo es muy grande en las amplidinas. La configuración típica de una amplidina se ilustra en 
la figura 5.42. Las ecuaciones de tensión para una amplidina son: 


vB Rgt+Lgp< Lg.p 0 L¿gP 1g 
ve |_| Ep Relo O ep ||| a) 
Vd OGga 0G.d Ra + Lap 0Gag ig ` 
Vq L¿pP Lycp —0Gdg Rg+Lap ig 
Para la amplidina se cumplen las siguientes condiciones de contorno: 
Va = 0 
v = V¿—Ve 
le = (=1 (5.75) 
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v 


Figura 5.42 Circuito de una amplidina 


Sustituyendo las condiciones de contorno 5.75 en el sistema de ecuaciones 5.74 se obtiene: 


Rg +Lgp a eP 
v `> Gig Gi- i 
| a | = (Lpq—Lpc) p t "SA a A | 3 (5.76) 
eae Lp wet (Lo + Lg =2Leq) P 


La amplidina se disefia con las siguientes consideraciones: 
Lg: ig” 


L¿+L¿—2L 9p 0 
Gaq = Gace 0 (5.77) 


2 


Con estas condiciones de disefio, el sistema 5.76 queda expresado de la siguiente forma: 


Rgt+L 0 f 
vB | | Rg +tLgpP | ig | 
= | 29 Gag Gp, A (5.78) 
| y O S Re +Rq l 


En régimen permanente el operador p tiende a cero y se obtiene: 


> GagGpa 
vsp Au pR 5.79 
Rate + q) ( ) 

Vg 


De las ecuaciones 5.79 y 5.80 se puede observar que a velocidades altas la ganancia Y aumenta 


considerablemente. Es importante destacar que la velocidad de respuesta a una perturbación 
es muy alta en una amplidina, debido a que las únicas inductancias involucradas son las de 
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campo y la de armadura del eje d. Las otras inductancias han sido prácticamente eliminadas 
mediante el diseño apropiado de la bobina de compensación de la reacción de armadura. Por 
estas razones, esta máquina de campo cruzado se utilizó frecuentemente como excitatriz de las 
máquinas sincrónicas. En la actualidad ha perdido vigencia a causa de las excitatrices estáticas 
basadas en puentes rectificadores controlados, que han reducido los costos e incrementado la 
velocidad de respuesta y el rendimiento. 


v.12 


SUMARIO 


1. Las máquinas con colector son capaces de invertir mecánicamente el sentido de la corrien- 
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te en los devanados rotóricos en sincronismo con la posición angular. De esta forma es 
posible mantener un par promedio diferente de cero a medida que el rotor gira. Estas má- 
quinas pueden ser analizadas utilizando coordenadas aBdq y esto corresponde al modelo 
de la máquina generalizada desarrollado en el capítulo anterior. 


El alineamiento de la separatriz con la línea neutra incrementa la capacidad del conver- 
tidor puesto que todos los conductores producen par en la misma dirección cuando se 
obtiene esta situación. 


. Las máquinas de conmutador pueden ser diseñadas y conectadas en diferentes configura- 


ciones. Las conexiones más utilizadas son la independiente, paralelo, serie y compuesta. 
La máquina con excitación independiente requiere dos fuentes que controlan independien- 
temente el campo y la armadura. La máquina paralelo o derivación utiliza la misma fuente 
para alimentar el campo y la armadura. En la máquina serie, la corriente de campo y ar- 
madura son iguales. Las máquinas compuestas combinan las propiedades serie-paralelo o 
serie-independiente, para obtener características específicas de estas conexiones. 


La característica par-velocidad de las máquinas con excitación independiente o paralelo, 
son rectas y su corte con el eje de la velocidad define el punto de sincronismo. A esta 
velocidad la tensión aplicada por la fuente y la fuerza electromotriz inducida en el rotor 
se equilibra, anulando la corriente de armadura y el par eléctrico. 


. La autoexcitación de una máquina de conmutador es posible y el punto de equilibrio 


depende de su característica de saturación. Aun cuando la electrónica de potencia ha rele- 
gado la aplicación industrial de los generadores autoexcitados, en algunas aplicaciones de 
tracción se utilizan estos principios para recuperar energía durante el proceso de frenado. 


. La ventaja más importante de las máquinas de conmutador reside en la rapidez de res- 


puesta, en especial cuando la corriente de campo se mantiene constante y en un valor 
elevado. 


. La reacción de armadura produce saturación localizada en los polos de la máquina, lo 


cual repercute en una reducción neta del flujo medio. Esta reducción es equivalente a la 
Operación con una corriente de campo menor. La reacción de armadura puede ser reducida 
aumentando la reluctancia en el eje q del convertidor o incluyendo un devanado en el esta- 
tor que anule el flujo producido por las bobinas del rotor. Esto además permite incrementar 
la velocidad de respuesta de la máquina. 


V.13 Ejemplos resueltos 


8. La conmutación de las corrientes en las bobinas del rotor presenta un problema impor- 
tante en las máquinas de conmutador. Durante el proceso de conmutación se producen 
fuerzas electromotrices en las bobinas que tienden a incrementar los arcos entre las del- 
gas y los carbones. Para reducir este problema es posible utilizar carbones que toquen 
simultáneamente varias delgas y emplear bobinas auxiliares para compensar localmente 
el fenómeno. 


9. El análisis de las pérdidas de las máquinas es un mecanismo que incrementa la preci- 
sión en la determinación de su eficiencia. Fundamentalmente deben considerarse en esta 
evaluación las pérdidas debidas la flujo principal, las pérdidas en carga y las pérdidas 
mecánicas. 


10. Los rectificadores controlados y los choppers son dispositivos electrónicos de potencia 
que permiten un control eficiente de la tensión y corriente de las máquinas de corriente 
continua. Las características de operación cuando se incluyen estos sistemas incrementan 
en general las prestaciones operativas de la máquina. 


11. Las metadinas han ido cediendo su espectro de aplicación a los dispositivos electrónicos 
de potencia. En el pasado sus aplicaciones como transformador de corriente continua y 
como amplificador rotativo fueron ampliamente utilizadas. 


v.13 EJEMPLOS RESUELTOS 


Ejemplo 1: Punto de equilibrio de un motor derivación de corriente continua 


Una máquina de corriente continua excitación derivación tiene acoplada al eje una bomba cuya 
característica par-velocidad se puede expresar como una función cuadrática Tg = k0?. A velo- 
cidad nominal tiene par nominal en el eje. Se conoce la velocidad sincrónica del motor @,. De 
acuerdo con estos datos determine: 


1. Las velocidades de operación del conjunto si se aplica como fuente de tensión AV). 
2. La corriente de armadura en las mismas condiciones. 


3. La resistencia que es necesario incluir en el circuito del campo para obtener la máxima 
velocidad con la tensión nominal aplicada. 


Solución: 


1. Las velocidades de operación del conjunto si se aplica como fuente de tensión AV). 


En las máquinas cuyo campo se encuentra conectado en derivación, la velocidad sincróni- 
ca (0, es independiente de la tensión, tal como se observa en la expresión . De esta forma 
se puede establecer la ecuación de esta máquina una vez que se conoce la velocidad y el 


punto nominal: 
T, —0 a T,—0 en 7, = m7 07, 
On = Os Om = Os On z Os 
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El par de arranque a tensión nominal V, es: 


(09) o, T, 
: Tn = cV? > c= —— | 


Te( Om = 0) = —— 
el ý ) s — Wn (0; — Wn y2 


Si se aplica la tensión GV, a la máquina, la expresión del par eléctrico en función de la 
velocidad (0, es: 


2172 
ca V —0 T—0 O; — @ 
A = —___ => 7,=——“ca’v; 
0— Os Om a Os Os 
Os — Om 2. 
To(0, Om) = ——T,a 
Os — Oy 


Equilibrando las ecuaciones del par eléctrico y el par de la bomba, se pueden obtener las 
velocidades de operación para cada valor del parámetro @: 


(5.81) 


En la figura 5.43 se han ilustrado mediante un gráfico los puntos de equilibrio calculados 
mediante la expresión 5.81: 


2. La corriente de armadura en las mismas condiciones. 


El balance de tensiones en el circuito de armadura de la máquina es: 


= K On 1 — @m(O) 


av, = ——*—avV, 5.82 
R, R, (5.82) 


OVp—Ef =Rala > la 


La corriente de armadura nominal se obtiene a tensión nominal V,!° y velocidad angular 
nominal @,: 


Lan = os Vn (5.83) 


19 Esto equivale a indicar que a = 1. 
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Figura 5.43 Puntos de equilibrio entre la máquina de corriente continua con excitación en deri- 
vación y la bomba 


Dividiendo las expresiones 5.82 entre 5.83, se obtiene el siguiente resultado: 


3. La resistencia que es necesario incluir en el circuito del campo para obtener la máxima 
velocidad con la tensión nominal aplicada. 


Recordando que el par eléctrico se determina como: 


=Ü (5.84) 


m 


D -S GV, G? On 
n= Gta =6(* Yip 


É = ko? 
Ry f 
Para encontrar la corriente de campo Ip que determina la máxima velocidad de equilibrio, 
es posible derivar implícitamente la expresión 5.84 con respecto a la corriente de campo 
If, recordando que velocidad @m depende de esta corriente: 


GV, 26%0n, G?_»da do do, See 
n "Tr = =} m — TO == ME (5.85) 
Re Ra RA + ED 


Cuando la velocidad @,, alcanza el máximo, la expresión 5.85 tiene que ser cero; de esta 
condición se obtiene la relación siguiente: 


Vn 
2Gls 


GV, —2G 0mlp =0 > Ompa = (5.86) 
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n=1800rpm « 


Perr Generador 


Figura 5.44 Diagrama de conexiones de las máquinas del ejemplo N.° 2 


Reemplazando la expresión 5.86 en el balance de par 5.84, se obtiene la relación que 
permite determinar la corriente de campo que produce la máxima velocidad de equilibrio: 


GV, @n 3 1\ GV VÁ 
Ra Ra + ma 2) Re al 


E ZP SUM 
f Mmax) ~ G 9 Mmax ~~ 3 AKV,,Ra 


Conocida la corriente de campo que produce la maxima velocidad, se obtiene la respuesta 
mediante la siguiente expresión: 


s V, 
n i => Radicional on I 7 A 


R + Radicional =A 
7 If (Ompas 


Ejemplo 2: Punto de equilibrio de un grupo generador-motor de corriente continua 


Dos motores de corriente continua, excitación independiente, están conectados como se muestra 
en la figura 5.44 y poseen los siguientes datos de placa: 


Pn Vna Ina Vaf Inf An 
SkW 230V -25A 100V 1,04 2.000 rpm 


Las pérdidas en el hierro y mecánicas alcanzan los 430 W. La tensión de remanencia a velocidad 
nominal es de 6V. El par de la bomba depende del cuadrado de la velocidad y a 1.800rpm 
consume 4kW. Las resistencias adicionales a las excitaciones de ambas máquinas están conve- 
nientemente? ajustadas para que circule la corriente nominal en la condición de operación. En 
estas condiciones, determine: 


1. Todos los parámetros de la máquina de corriente continua considerando pérdidas y flujo 


de remanencia. 


20 Deben ser calculadas durante la solución del ejemplo. 
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2. Velocidad de la bomba en la condición ilustrada en la figura 5.44. 
3. Rendimiento del conjunto completo. 


4. Valores de las resistencias adicionales para que la bomba gire a 2.000 rpm. 
Solución: 


1. Todos los parámetros de la máquina de corriente continua considerando pérdidas y flujo 
de remanencia: 


a) Cálculo del flujo de remanencia: 


E, 6V 


“2 = > = 2.865 x 10-2 Wb 
On 200027 á a 


= 


b) Cálculo del coeficiente de generación G: 


Pr+PnectPfe 5.000 +438 


T, = (GLfn +0) la = o. TNA 25,97 Nm 
Ta — rlan 
Be Pria aA 
Tfnlan 


c) Resistencia de armadura: 


Va (COW; +Erem) — 230—(1,01-209,4- 1,04 6) 


Ra = al 120 
la 25 ve 

d) Resistencia del campo: 

Vn 

Ry= L=1000 

Inf 

e) Coeficiente de la bomba: 
Pen 4.000 = 
Pan =k-@? > k= Z =——_ =5,97x 10+ 


3 1.800 9 y? 
(E 21) 
2. Velocidad de la bomba en la condición ilustrada en la figura: 
hh =b>+2A 


Em : h = ko; Fl er + Pre 
Em = (Glyn T $r) Om 
Ey= Sa a a 
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+ 
a 


L~ 
E, F 2A © Ew 


Figura 5.45 Circuito equivalente del sistema del ejemplo N.° 1 


Las cuatro ecuaciones anteriores permiten obtener la siguiente expresión de la velocidad: 


Eg —2R ko}, + Pnec +P 437,2 
me G a A m + Finec + fe _ 192,35 — 5,95 x 107402 EN 3 > 

GI fnt 0, Om (GI fnt $r) On 
Utilizando el método de Gauss-Seidel para resolver la ecuación anterior se obtiene el 


siguiente resultado: 


tom, =172% > o 
S 


. Rendimiento del conjunto completo: 


Em = (Glyn + r) - @m = 174V 


p ko3, + Prec + Pre 
SUEZ E 
h=b+2=22A 


Pa = Egh +Pmec +Pre =4.736W 
Pg = ko; = 3.070W 


h = 20A 


. Valores de las resistencias adicionales para que la bomba gire a 2.000 rpm: 


En este caso utilizaremos una aproximación para realizar un cálculo más rápido pero 
posteriormente se podría afinar el resultado. La aproximación consiste en suponer que 
la corriente del campo del motor se mantiene; con este supuesto se facilita el cálculo de 
Em y posteriormente se recalcula j2. Posteriormente se podría iterar hasta alcanzar la 
convergencia, pero en este caso los resultados cambian muy poco y es posible pasar por 
alto este tanteo: 
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2.000 y * 
Pg = kœ}, = 5,97 x 10-4 (22) = 5,485kW 


Py = Pg + Prec + Pje = 5,923 kW 


Em = (Gln + $r) Om = 211,6V 


T 
beat E, 
Em 


Esta corriente indica que se exceden las condiciones nominales de operación al trabajar 
el sistema en este punto. Durante un período de tiempo es posible mantener este punto de 
Operación, pero si se mantiene permanentemente, la máquina excederá su temperatura de 
diseño y comenzará un deterioro acelerado de sus propiedades dieléctricas. 


1 /E 
Ip== (= = o) =0,97A 


m 


Eg = Rah + Rah + Em = 241V 
1/E 
I= (E -0,) =1,24A 
G \ WG 


Con estos resultados aproximados se podría seguir iterando para mejorar la precisión, pero 
para fines prácticos éstos son muy cercanos a los valores finales. Con las dos corrientes 
de campo y con la tensión del punto medio entre las dos máquinas se determinan las 
resistencias totales y de éstas, el valor de las resistencias adicionales que requiere cada 


campo: 
V = Eg — Ral = Em + Rah = 226V 
V 
Ra = TA ~ W2 > Roa = Rr —Ry =820 
fl 
V 
Ry = TA =232Q => Raw =Rp2 Ry = 13520 
J2 


Ejemplo 3: Cálculo de la fuerza electromotriz entre delgas 


Determine la fuerza electromotriz inducida entre las delgas si se conocen los siguientes datos 
para una espira: 


Ne=25 I,=5A Ae=10-7m? 5=3 x 10m? 


191 


Capitulo V Máquinas de conmutador 


y la máquina posee 80 delgas y gira a 1.800 rpm. 
Solución: 


De los datos geométricos de la máquina se puede determinar mediante la expresión 5.43, la 
inductancia de la espira que se encuentra en conmutación: 


4r x 107 x 1072 


2 
be aR 2x3x 10-3 


= 1,3mH 


Si la maquina posee 80 delgas y gira a 1.800 rpm, la fuerza electromotriz inducida entre delgas 
se calcula mediante la ecuación 5.42 como: 


1,3 x 107? x 10 x 80 x 1.800 
pa ee 


=31,4V 
60 


Este es un valor cercano al límite, debido a que con tensiones mayores el arco eléctrico se puede 
automantener. 


v.14 EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Una máquina de corriente continua con excitación serie se acopla mecánicamente a un 
generador de corriente continua con excitación en derivación de igual potencia, tensión, 
velocidad y corriente nominal: 


Pa Vn An In 
5kW 220V 1.800rpm 30A 


La máquina serie se alimenta con tensión nominal y al generador se le conecta una resis- 
tencia en paralelo con su armadura de 1,0 en pu. La tensión de remanencia del generador 
es de 5 % a su velocidad nominal y la corriente de campo nominal es un 3 % de la corriente 
nominal. Las pérdidas mecánicas de las dos máquinas dependen del cuadrado de la velo- 
cidad y en el punto nominal representan la tercera parte de las pérdidas totales. Determine: 


a) Los parámetros de ambas máquinas. 
b) La velocidad de operación del conjunto. 
c) La potencia entregada en la resistencia. 


d) El rendimiento global. 


2. Una máquina de corriente continua con excitación independiente posee los siguientes da- 
tos nominales: 


Vn Pa Vin Lfn An Mn 
220V 10kW 110V 34 1.800rpm 0,9 
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Esta máquina se acopla mecánicamente a otra máquina idéntica, pero en conexión deriva- 
ción con una resistencia apropiada en el campo para permitir la generación de la potencia 
eléctrica nominal. La tensión de remanencia de estas máquinas es de 5V. Las pérdidas 
mecánicas en el punto nominal representan el 30 % de las pérdidas totales y dependen del 
cuadrado de la velocidad. Determine: 


a) Los parámetros del circuito equivalente de las dos máquinas. 


b) El valor de la resistencia de campo y de carga del generador para no exceder los 
valores nominales de la máquina motriz ni del generador. 


c) Los nuevos puntos de operación del conjunto cuando se reduce un 10 % la tensión 
del campo de la máquina motriz y cuando se disminuye un 10% la resistencia de 
campo del generador. 


d) El rendimiento del conjunto motor-generador en función de la potencia de salida del 
generador. 


. Dos máquinas similares de corriente continua con excitación independiente poseen los 
siguientes datos nominales: 


Máquina Va Pa Ven Tn Nn Mn 
I 220V S5kW 110V 1A 1.800rpm 0,85 
I 220V SkW 110V 1A -1.750rpm 0,85 


Si las dos máquinas se conectan como motores en derivación y se acoplan ambas mecáni- 
camente a una bomba centrífuga que a 1.800 rpm consume 10kW. Determine: 


a) La velocidad de operación del sistema formado por las dos máquinas y la bomba. 
b) La corriente manejada por la armadura de cada una de las máquinas. 


c) La potencia entregada por cada una de las máquinas en sus respectivos ejes mecáni- 
cos. 


. Una máquina de corriente continua excitación compuesta de 220V, SkW, 1.750rpm y 
rendimiento en el punto nominal de 86 %, tiene un devanado serie que produce el 25 % 
del flujo nominal cuando por él circula la corriente nominal y un campo derivación que 
produce el resto del flujo cuando se le aplica la tensión nominal entre sus bornes. Las 
resistencias del campo serie y de la armadura son iguales. Las pérdidas en el campo deri- 
vación son del 2 % de la potencia útil. La remanencia a velocidad nominal es del 3 %. Las 
pérdidas mecánicas en el punto nominal son del 5 % de la potencia útil. Determine: 


a) Los parámetros de la máquina. 
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b) El punto de operación cuando se encuentra accionando una carga mecánica que au- 
menta su par linealmente con la velocidad y que a 1.750 rpm desarrolla 4kW. 


c) Rendimiento del sistema si se acciona la máquina a 1.800 rpm, con el devanado serie 
desconectado y con una carga en la armadura de valor 1,0 pu. 


5. Dos máquinas de corriente continua, una con excitación serie y la otra con excitación en 
paralelo, se encuentran conectadas a la tensión nominal y sus ejes mecánicos están aco- 
plados. Los datos de placa de ambas máquinas son los siguientes: 


Máquina Va In P, Nn Inf 
Serie 220V 234 4kW 1.750rpm 23A 
Paralelo 220V 21A SkW  1.750rpm 1,73A 


Las resistencias de campo y de armadura de la máquina serie son de 0,8 Q- La resistencia 
de armadura de la máquina derivación es de 0,95 Q. Las pérdidas de ventilación de ambas 
máquinas dependen del cubo de la velocidad. En estas condiciones determine: 


a) Los parámetros de ambas máquinas. 
b) Las características par-velocidad de ambas máquinas. 
c) La velocidad nominal y el par nominal del conjunto de las dos máquinas. 


d) La velocidad si con la carga nominal del conjunto acoplada al eje se debilita el cam- 
po serie un 15 %. 


6. Se tiene un motor de corriente continua de 10 4P,?1220V, 1.000rpm,excitación en deriva- 
ción, con una resistencia de 100 Q, una resistencia del inducido de 0,4 Q y un rendimiento 
del 85 %. Determine: 


a) Los valores nominales de la corriente del inducido y el par eléctrico en el eje. 


b) La tensión que habría que aplicar al inducido para reducir la velocidad a 500 rpm 
manteniendo la excitación en condiciones nominales, si se supone que el par de 
carga es proporcional al cuadrado de la velocidad. 


c) La resistencia a colocar en serie con el inducido para reducir la velocidad a 500 rpm, 
manteniendo la tensión de alimentación en 220 V y la excitación como en las condi- 
ciones nominales, suponiendo que el par de carga es proporcional a la velocidad. 


7. Se tiene un motor serie de corriente continua que suministra una potencia de 10CV.?? La 
tensión de alimentación es de 200V. Calcular: 


21 1HP=746W. 
2 1CV =745W. 
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a) Intensidad, si el rendimiento total es del 86 %. 

b) Valor de la resistencia interna, si las pérdidas por efecto Joule son del 7 %. 
c) Fuerza electromotriz del inducido. 

d) El par motor útil en el eje a 1.000 rpm. 


e) Conjunto de pérdidas por rozamiento y en el hierro por histéresis rotativa. 


8. Un generador de corriente continua con excitación derivación suministra una intensidad 
de 80A a 200V. El rendimiento eléctrico es de 95 %, siendo el reparto de pérdidas por 
efecto Joule a razón del 3 % en el inducido y del 2 % en el inductor. Calcular: 


a) Potencia total generada. 

b) Potencia perdida en el inducido. 
c) Potencia perdida en el inductor. 
d) Intensidad de excitación. 

e) Resistencia del inductor. 

f) Resistencia del inducido. 


g) Fuerza electromotriz del inducido. 


9. Se tiene un motor de corriente continua con excitación en derivación cuya potencia nomi- 
nal es de 3kW, con una tensión en bornes de 110V, siendo el rendimiento total del 76 %. 
Calcular: 


a) Intensidad total. 


b) Intensidad de excitación, sabiendo que la potencia para excitación es el 5% de la 
consumida. 


c) Resistencia del devanado de campo. 
d) Intensidad de la armadura. 


e) Resistencia de la armadura si sus pérdidas por efecto Joule son el 5 % de la potencia 
consumida. 


f) Fuerza electromotriz del inducido. 
g) Par motor en la polea de transmisión a 1.200 rpm. 


h) Valor del reóstato de armadura para que la intensidad de arranque no exceda el valor 
nominal. 
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10. Un generador de corriente continua con excitación compuesta suministra 1204 al circuito 


11. 


12. 


13. 


exterior, con una tensión en bornes de 120 V. Las pérdidas por efecto Joule en la armadura, 
campo derivación y campo serie son respectivamente 2,5 %, 2,5 % y 1 %, de la potencia 
cedida, respectivamente. Si las únicas pérdidas que se consideran son las óhmicas en los 
distintos devanados, calcular: 


a) Pérdidas por efecto Joule. 

b) Resistencia del devanado de campo serie. 

c) Intensidad en el devanado de campo paralelo. 

d) Resistencia del devanado de campo en derivación. 
e) Intensidad de la armadura. 

f) Resistencia de la armadura. 


g) Fuerza electromotriz de la armadura. 


Un motor de corriente continua con excitación independiente mediante un imán perma- 
nente, tiene una resistencia eléctrica en la armadura de 0,1Q. La tensión máxima que se 
puede aplicar a la armadura es 220 V y la corriente máxima que puede pasar por sus deva- 
nados es de 100A.” La constante de proporcionalidad de la fuerza electromotriz inducida 


en el rotor es 0,15 ie Determinar: 


a) La expresión del par eléctrico del motor en función de la velocidad para diferentes 
tensiones de alimentación. 


b) La representación gráfica del par eléctrico para tensiones de 50, 100, 150 y 200V. 


Un generador compuesto de 250kW, 250V, 1.200rpm suministra 1.0004 a 250V. La re- 
sistencia de la armadura, incluyendo las escobillas, es de 0,0045 Q. La resistencia del 
devanado serie es 0,018 Q y la del arrollamiento paralelo es 48 Q. Las pérdidas por ro- 
zamiento son.6.800W y las pérdidas por cargas parásitas son el 1 % de la potencia útil. 
Calcular: 


a) Pérdidas totales. 


b) Rendimiento. 


Un generador derivación tiene una armadura de 0,5 (2 y el campo posee una resistencia 
de 4004, conectado en serie con un reóstato R, cuya resistencia es variable de 0 a 2000. 
Cuando œR; se fija a 10002, el rotor gira a 1.500 rpm y la diferencia de potencial entre bor- 
nes es de 100V en circuito abierto. La inducción en el hierro de los campos es de 0,97. 


23 Esta condición es válida en régimen permanente. 
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Calcular: 


a) Fuerza electromotriz de la armadura en estas condiciones. 
b) Diferencia de potencial en bornes si el generador suministra 104. 


c) Velocidad de arrastre necesaria en la armadura para que la tensión vuelva a tener su 
valor inicial de 100V. 


14. Un motor serie que tiene una resistencia de 1 Q entre terminales mueve un ventilador para 
el cual el par varía con el cuadrado de la velocidad. A 220 V el conjunto gira a 300 rpm y 
consume 25A. Debe aumentarse la velocidad a 400 rpm aumentando la tensión. Hallar la 
tensión y la corriente para los casos límites siguientes: 


a) Cuando el circuito magnético esté saturado, es decir, para flujo constante. 


b) Cuando el circuito magnético no esté saturado, es decir, cuando el flujo sea directa- 
mente proporcional a la corriente. 


15. Un motor tipo derivación de 7,5kW,460V tiene una entrada de 8, 5kW cuando desarrolla 
un par en el eje de 78,3 Nm a 900 rpm. Calcular el porcentaje de reducción del campo 
para aumentar la velocidad a 1.050 rpm con un par en el eje de 60,7 Nm. La resisten- 
cia del inducido es del Q, la resistencia del circuito de campo a 900 rpm es de 770% y 
las pérdidas mecánicas y en el hierro son constantes. Desprecie la reacción de la armadura. 


16. Un motor derivación de corriente continua de 10 AP,230V tiene una velocidad a plena 
carga de 1.200 rpm. La resistencia de la armadura es de 0,3 Q y la del campo, 1804. El 
rendimiento a plena carga es del 86 %. El motor obtiene la tensión nominal de un gene- 
rador de corriente continua derivación, de resistencia de armadura de 0,30 y resistencia 
de campo 2302. Las pérdidas en el hierro y mecánicas del generador son 500 W. Ambas 
máquinas tienen el mismo número de polos y conductores y los devanados son ondulados. 
Calcular: 


a) Velocidad del generador, si ambas máquinas están funcionando en la zona lineal de 
la curva de magnetización. 


b) Rendimiento del generador. 
c) Rendimiento del conjunto generador-motor. 


d 


e) Valor de la resistencia que hay que añadir a la armadura del motor para reducir su 
velocidad a 1.000 rpm cuando entrega el par de plena carga con toda la corriente de 
campo?*, 


Velocidad del motor en vacío, si en estas condiciones su entrada total es de 600W. 


24 Las pérdidas en el hierro y mecánicas son las de plena carga. 
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CAPITULO VI 


La maquina de inducción 


La máquina de inducción! es el convertidor electromecánico más utilizado en la industria. Su 
invención se le debe a Tesla, a finales del siglo XIX y nace como solución al problema de uti- 
lizar la corriente alterna. Tesla había sugerido la idea de las ventajas que poseía la corriente 
alterna? sobre la corriente continua cuya dificultad de transmisión para la época ya comenzaban 
a ser evidente. La defensa de la corriente continua era realizada por Edison, famoso inventor 
norteamericano que contaba con un inmenso prestigio*. Sin embargo, la visión comercial de 
Westinghouse impulsó las ideas de Tesla para la instalación de la primera gran central hidro- 
eléctrica, que se realizó en las Cataratas del Niágara utilizando generadores de corriente alterna, 
que usan transformadores para elevar la tensión, transmiten mediante líneas en alta tensión y la 
reducen para alimentar a los motores de inducción que accionan la creciente carga industrial. 
Desde ese crucial momento y hasta la actualidad, la máquina de inducción ha ido copando la 
inmensa mayoría de aplicaciones en la industria, en el comercio y en el hogar. En la figura 6.1 se 
muestra un modelo de la máquina diseñada por Tesla, cuyo original está expuesto en el museo 
Smithsoniano de Washington, DC. 


Las razones fundamentales que justifican la aplicación masiva de la máquina de inducción hoy 
en día, residen en su sencillez constructiva y en la robustez que ofrecen estos convertidores 
durante la operación en regímenes de alta solicitación*. Estos motores requieren un manteni- 
miento mínimo, pueden operar convenientemente en ambientes peligrosos y tienen una tasa de 


1 Algunos autores se refieren a este convertidor electromecánico como máquina asincrónica por su capacidad de 


accionamiento a velocidades no sincrónicas. 

Cuyos niveles de tensión pueden ser variados mediante transformadores y por consiguiente es posible reducir 
sustancialmente las pérdidas durante la transmisión que se realiza a baja corriente y alta tensión. 

En efecto, el prestigio del que disfrutaba Edison, opuesto al desarrollo de la corriente alterna, fue un obstáculo 
a las ideas de Tesla, quien no gozaba del mismo reconocimiento debido posiblemente a su origen europeo. Esto 
constituye un ejemplo interesante de cómo el desarrollo científico y tecnológico finalmente se impone sobre los 
prejuicios. 

Arranques y paradas frecuentes, operación continua, sobrecargas, ambientes corrosivos o explosivos, etc. 
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Figura 6.1 Modelo de la máquina de inducción bifásica diseñada por Tesla 


falla muy reducida. Algunas limitaciones tales como el ajuste de la característica par-velocidad, 
la intensidad de las corrientes durante el arranque, la regulación de velocidad y el rendimiento, 
han sido resueltas o mejoradas con diseños ingeniosos? o incorporando controladores electróni- 
cos de potencia. En la figura se muestra un despiece de la máquina de inducción con rotor de 
jaula de ardilla donde se indican las principales partes constitutivas. 


VI.1 PRINCIPIO DE FUNCIONAMIENTO 


En el capítulo ?? se analizaron las ecuaciones en coordenadas generalizadas de las máquinas 
rotativas convencionales; uno de los casos analizados fue la máquina de inducción. En una má- 
quina de inducción convencional toda la energía eléctrica fluye hacia o desde el estator. Los 
flujos producidos por las corrientes del estator generan un campo magnético rotatorio que corta 
a los conductores del rotor y de esta forma se obtiene sobre ellos fuerza electromotriz inducida 
que es utilizada para forzar la circulación de corrientes en el rotor. Al interactuar el campo mag- 
nético rotatorio del estator con el campo magnético rotatorio originado por las corrientes que 
circulan en el rotor, se produce el par eléctrico. 


La máquina de inducción se alimenta con corriente alterna en el estator; de esta forma se produce 
el campo magnético rotatorio que posee una amplitud constante en el tiempo, pero varía en el 
espacio. La velocidad de giro del campo magnético rotatorio está definida por la frecuencia de las 
corrientes inyectadas en el estator de la máquina. Para que una máquina de inducción produzca 
par eléctrico medio diferente de cero, debe satisfacerse la condición 4.42. Si la máquina no 


5 Primero se desarrolló el rotor con anillos deslizantes que permitía conectar resistencia externa y regular el arran- 
que. Posteriormente se incorporó el rotor de doble jaula y el de barras profundas que permitieron cambiar los 
parámetros del rotor de la máquina debido al efecto pelicular sin utilizar contactos deslizantes. 
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31.00 Carcasa- 
il 
1.43 Retenedor 
11.00  Platillo AS/B5 
11.10  Platillo AS/B3 


13.19 Arandela 
13.30 Rodamiento AS 


Figura 6.2 Despiece de un motor de inducción industrial con rotor de jaula de ardilla 


cumple con esta condición, el par eléctrico medio en un giro completo del rotor será cero y no 
podrá transformar energía en régimen permanente. 


La máquina de inducción se utiliza como generador sólo en pocas ocasiones, porque la ope- 
ración en este régimen no es eficiente en comparación con otras alternativasó. Sin embargo, 
la máquina de inducción puede regresar energía a la red durante cortos períodos de tiempo en 
algunos accionamientos convencionales. En particular puede generar cuando se utilizan en sis- 
temas de tracción tales como ascensores u otras cargas similares, con la finalidad de producir 
un frenado regenerativo. En el pasado era frecuente utilizar esta máquina como convertidor de 
frecuencia, para lo cual es necesario tener acceso a los devanados del rotor mediante anillos des- 
lizantes, tal como se muestra en la figura 6.3. Algunas centrales eólicas utilizan esta máquina 
como generador. 


VI.2 MODELO DE LA MAQUINA DE INDUCCION 


En la figura 6.4 se presenta el esquema básico de las bobinas de una máquina de inducción cuyo 
rotor y estator son trifásicos. En general el modelo se puede establecer para un número general 
de fases en el estator y otro en el rotor. Como la mayoría de los motores de inducción de uso 
industrial son trifásicos en el estator, se realizará el modelo para un caso particular donde el rotor 
y el estator son trifásicos”. Normalmente las bobinas rotóricas se encuentran en cortocircuito y 
en el estator se aplica un sistema trifásico y balanceado de tensiones sinusoidales. En los modelos 
convencionales de la máquina de inducción se desprecian los efectos que produce el ranurado, 


6 La máquina de inducción necesita resistencia en el circuito rotórico para que la fuerza electromotriz inducida se 


desfase de la fuerza electromotriz del estator y se pueda producir par. Esto obliga a producir un porcentaje signifi- 
cativo de pérdidas en el rotor de la máquina de inducción. Las máquinas sincrónicas no tienen este inconveniente 
y por tanto pueden alcanzar rendimientos mayores al escalar el tamaño. 

El caso general puede ser analizado mediante la misma técnica. 
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Figura 6.3 Máquina de inducción de rotor bobinado con anillos deslizantes 
la distribución de los devanados, las excentricidades estáticas y dinámicas y en ciertos casos las 
pérdidas en el hierro y las pérdidas mecánicas. 


Las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento de la máquina de inducción en el 
sistema de coordenadas indicado en la figura 6.4 son: 


[v] = [R] fi] +p [AJ = [R] fi] + [L(0)] p [i] + 6 [7(0)] fi] (6.1) 
E a ) [eZ = JÖ + pò (6.2) 
Donde: 
AMA [el] | le E 
Me LE E s E ki le i et |: 


[Lee]  [Ler(0)] Loe [I] +Lme[S] Ler [C(9)] 
Ler(C(@)! Lor [I] + Lmr [S] 


| [0] Ler dg [C(0)] | 
Ler tg [C(0)] (0) 
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estator 


Figura 6.4 Diagrama esquemático de las bobinas de una máquina de inducción trifásica en el 
rotor y estator 
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10 0 
M=|0 1 0|;[S)=| - 
001 


NINI — 
= 


-} 1 


cos 0 cos(0 +22) cos(@ +45) 
[C(6)] = cos(@ + $5) cos @ cos(6 + E) 
cos(0+ 22) cos(8+%) — cosd 


d —sin 0 —sin(@ + +) —sin(@ + =) 
79 (C19) = | —sin(0 + $5) —sin 0 —sin(6 +=) 
—sin(0+%) —sin(@+ 2) —sin 6 


Los parámetros que definen el comportamiento del modelo de la máquina de inducción en el 
sistema de coordenadas primitivas son: 


Re es la resistencia de cada una de las bobinas del estator 
R, es la resistencia de cada una de las bobinas del rotor 
Loe es la inductancia de dispersión del estator 

Lo, es la inductancia de dispersión del rotor 

Eme es la inductancia de magnetización del estator 

Emr es la inductancia de magnetización del rotor 

Ler es la inductancia mutua de acoplamiento estator-rotor 


La matriz [S] representa los acoplamientos simétricos entre bobinas del estator o rotor, los tér- 


minos 1 en la diagonal corresponden a las magnetizaciones de la bobina propia? y el término 
47 9 


5 representa las mutuas entre fases que se encuentran separadas espacialmente E o =>," Cuyo 
acoplamiento depende entonces del cos = = COS = = —3. 


La matriz [C(0)] determina el comportamiento cíclico de los acoplamientos mutuos entre bo- 
binas del rotor y del estator, por esta razón aparece el ángulo 0 como argumento de la función 
coseno. El acoplamiento entre la fase a, del estator y la fase a, del rotor depende directamente 
del cos 0; el acoplamiento entre la fase ae del estator y la b, del rotor, además de estar separa- 
da en el ángulo @ entre las referencias de ambos sistemas, tiene una fase adicional de = que 
corresponde a la separación espacial entre fases y explica de esta forma la aparición del tér- 
mino cos(@ + 22). De igual forma se puede explicar el término cos(0 + +2), correspondiente al 
acoplamiento entre la fase a, del estator y la c, del rotor. 


El sistema conformado por las seis ecuaciones de tensión planteadas en 6.1 y el balance de 
par expresado en la ecuación 6.2, representan el comportamiento dinámico de la máquina de 
inducción!%, pero la dependencia de la posición angular O complica notablemente la solución 
práctica de este modelo y la técnica de transformación de coordenadas es conveniente. 


8 Las fases a con a, b con b y c con c del sistema rotórico o estatórico respectivamente. 
2 Lo cual incluye los acoplamientos mutuos entre a y b, a y c, así como b conc. 
10 Dentro del rango de las hipótesis simplificadoras supuestas inicialmente. 
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v1.3 VECTORES ESPACIALES 


Un análisis de los acoplamientos observados en el modelo de la máquina de inducción en coorde- 
nadas primitivas permite destacar que éstos están definidos por matrices simétricas [S] o cíclicas 
[C(@)]. Estas matrices pueden ser diagonalizadas utilizando el método de autovalores y autovec- 
tores. Con esta técnica se puede demostrar que la transformación de componentes simétricas!" 
es capaz de realizar el desacoplamiento de ambas matrices. La transformación de componentes 
simétricas hermitiana!? se define como: 


Alla lll UI os 
- 3 l eif mE 7 NE lo? a x . 
7 PENE us i i A a f ~ (6.4) 
a v3 i elf eif v3 | Tha 0 - 


Al aplicar la transformación 6.4 a un sistema cíclico se obtiene el siguiente resultado: 


Ya abe Xa 
Yo | = | c ¿mb Xp | > 
Ye LEL Xe 
1 1 1 1 yo abe 1 LP 1 Xo 
—]|1l œ a A. a b| BD a a x |> 
v3 1 @ @ y= bca v3 la a? xX 
yo 1 le O) 1 a o 1 toa 1 xo 
y | =—|1 a o ca b| —|1 0 a x |> 
y- v3 1a a bca v3 a a aa 
yo at+b+e 0 0 xo 
i = 0 a+ ba+ca? 0 X4 (6.5) 
y- 0 0 a+bo?+ca de 


El desacoplamiento de las matrices simétricas se obtiene como caso particular de las matrices 
cíclicas donde b = c: 


Ya abb Xa 

Ye |= |b «a b x, | => 

Ye bba Xc 
yo a+2b 0 0 Xo 
Ye |= 0 a—b 90 X4 (6.6) 
y_ 0 0 a-b da 


11 Propuesta por Fortescue y ampliamente utilizada para el análisis de fallas en sistemas desequilibrados. 
12. Conservativa en potencia. 
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Círculo 
unitario 


X,+%,+x,=0 
Figura 6.5 Representación gráfica del vector espacial de un sistema trifásico 


Esta propiedad característica de transformación de componentes simétricas permite convertir un 
sistema acoplado en tres sistemas independientes. El sistema de secuencia cero solamente se 
puede excitar cuando la sumatoria instantánea de las tensiones o de las corrientes es diferente 
de cero!*. El sistema de secuencia negativa y de secuencia positiva son similares y uno es el 
conjugado del otro. Por estos motivos es posible representar el modelo de la máquina utilizando 
solamente la transformación de secuencia positiva!* y se denominó transformación a vectores 
espaciales. Para conservar la potencia activa en la transformación se debe definir la siguiente 
transformación: 


LAO) Xalt) 
x0=/5 Ls A is | Man = 1 a a? |-| xlt) (6.7) 


La transformación a vectores espaciales permite representar un sistema de tensiones, corrientes 
o flujos trifásicos mediante un vector en el espacio, cuya posición y magnitud dependen del 
tiempo. En la figura 6.5 se muestra una representación gráfica con la interpretación geométrica 
de la transformación a vectores espaciales para un instante de tiempo dado. 


13 En los sistemas trifásicos, esto requiere la presencia de un cuarto hilo por donde pueda circular esta componente. 
En las máquinas eléctricas industriales es poco habitual la conexión del neutro. 

14 Es equivalente utilizar la componente de secuencia negativa. La componente de secuencia cero tiene escasa 
utilidad en el análisis de las máquinas debido a que no puede producir par. Sin embargo, algunos desequilibrios 
dependen notoriamente de esta componente. 
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Transformando las ecuaciones 6.1 al dominio de los vectores espaciales se obtiene el siguiente 


resultado: 9 
Ve |__| Re 0 ie Ez Mere! i; 
jole eilel e a es 


Donde: 


Ve = z la als vo Ve li 
Va = i la œ|- [v vp Ve i 
i, = [La of EERI 
i = ; la aœ | [i da i 


3 3 3 
Le = Loe + aime ; Lr = Lor + ¿nr , Mer = aber 


Los términos que aparecen en la expresión 6.8 se pueden obtener realizando la transformación 
a vectores espaciales de la matrices que representan el modelo de la máquina en coordenadas 
primitivas, tales como: 


1. La transformación de vectores espaciales aplicada a la matriz identidad [I]: 


> Ya 5 1 0 0]fxa 
vá Sa oo” || a AN E [1 a a [010 Xp 
Da 0 0 1 Xe 


2 ag 
y = E OOP | | ay. |) =x (6.9) 
Xe 


2. La transformación aplicada a la matriz simétrica [S]: 


I =i i x 
2 Ya 2 2 a 
Vetta ell» = Stra e] i a 
Yc -4 -4 1 Xc 
3 
a q 3 
y = En a a? | 3Xp =7* (6.10) 
Flo 
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3. La misma transformación aplicada a la matriz cíclica [C(0)], recordando que cos 0 = 


el? tei? 

> cos O cos(@ +) cos(@ + 2) Ya 
y = E a a? | | cos(0 +47) cos 0 cos(6 +) Xp | = 

cos(@ +22) cos(@ +47) cos 0 Xc 
5 oie | Lo a io | 1 a a Xa 
= ral 1 @ 0? ] > a? 1 (04 t= a 1 a? Xb 
a a | Oo a 1l Xe 

AFE | | 3 
324 1913 30 302 ]+e [0 0 oj} Xp = 50% (6.11) 
Xc 


La transformación a vectores espaciales de la expresión del par eléctrico expresado en el balance 
de la ecuación 6.2 queda: 


d 
= Ler lie] 10 [C(@)} [i] = 
[e l 0? a oie | 1 a 0? 
= Ler lie] a 1 o ae | oe? 1 E li] > 
2) 2 qa 1 ZER 


3 —je JO e SANA 
= "Lor? ici" — Le TW = MerSm $ ieize 1? | = MerSm {ic (ie?) \ (6.12) 
2 2j 2j 


El sistema de ecuaciones diferenciales que definen el comportamiento de la máquina de induc- 
ción en el sistema de coordenadas correspondiente a los vectores espaciales es: 


ve | [Re 0 | fie], Le Mere!® |] ie 
ve} (0 Re |i | TPL] Me L, i, 
Mo Sm {ic (i.e) \—7,,(6) =JÖ +p (6.13) 
El modelo 6.13 simplifica notablemente las expresiones 6.1 y 6.2, al representar las magnitu- 


des trifásicas mediante vectores espaciales. Por una parte el sistema se ha reducido de las siete 
ecuaciones diferenciales iniciales a tres!’ y la dependencia en la posición angular O se ha simpli- 


15 Esta apariencia más simple no debe hacer olvidar el hecho de que las nuevas variables son vectores espaciales 


variables en el tiempo y no simples variables instantáneas, como era en el caso del modelo de la máquina de 
inducción en coordenadas primitivas. 
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R, L,-M,, L,-M. R 
[+ . 
—> <—_ 

i, i; 
ve M, ve 

¡OM i+L,i; 
id L á ° 


Figura 6.6 Circuito equivalente de la máquina de inducción en vectores espaciales referidos al 
sistema de referencia estatórico 


ficado a su aparición en matrices cuya dimensión es 2 x 2.'© Sin embargo, la dependencia en la 
posición angular O puede ser eliminada, si las variables del rotor se refieren al estator utilizando 
la siguiente transformación!”: 


xo =x, e? (6.14) 


Para aplicar la transformación 6.14 al modelo de la máquina en vectores espaciales 6.13, se 
requiere desarrollar la derivada correspondiente de esta transformación: 


px; = px,-e/9 + j6x,-e/8 = px, el + jx? > 


px vel? = PX — jx! (6.15) 
Utilizando las expresiones 6.14 y 6.15 en el modelo 6.13, se obtiene el siguiente modelo de la 


máquina de inducción en vectores espaciales referidos al estator: 


ve] [R ODP i Le Me] |ie] gf 9 07[io 
vello Rel lic | 7] Ma Le PP lie ll Mey L || ie 
MerSm fie (if)*} — Tn(0) =J0+p0 (6.16) 


El modelo 6.16 es independiente de la posición angular 0, que es variable en el tiempo aun en 
el caso particular de la operación en régimen permanente y esta dependencia es reemplazada 
por la velocidad angular Ó cuyo comportamiento temporal varía más lentamente!®. Este modelo 
puede ser representado mediante el circuito equivalente que se muestra en la figura 6.6. Este 
circuito reproduce el comportamiento eléctrico de la máquina en régimen transitorio y es capaz 
de calcular el par eléctrico evaluando la potencia activa transferida a la fuente dependiente de 
corriente del circuito rotórico, tema que será analizado con mayor profundidad en el capítulo 7. 


16 Y que pueden ser invertidas analíticamente con relativa sencillez. 

17 Recordemos que el sistema de referencia del estator es independiente del sistema de referencia del estator, pero 
ambas referencias se encuentran separadas en el ángulo 0, por esta razón cuando se multiplica una vector espacial 
en el sistema de referencia rotórico por e/?, el nuevo vector resultante posee la misma magnitud y su fase ahora 
se mide desde el sistema de referencia estatórico. 

En efecto, en régimen permanente la velocidad angular es una constante, mientras que el ángulo cambia cons- 
tantemente. 
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V1.4 MODELO EN REGIMEN PERMANENTE 


Se puede obtener un modelo de la máquina de inducción operando en condiciones de régimen 
permanente a partir del modelo transitorio, particularizando las variables correspondientes en 
este estado. En régimen permanente equilibrado, las bobinas del estator de la máquina de induc- 
ción se alimentan con un sistema balanceado de tensiones trifásicas de secuencia positiva y las 
bobinas del rotor se encuentran en cortocircuito: 


Vae(t) = v2V, COS Met 
2 
Voelt) = vV2V,cos (ou — 5) 


3 
Velt) = vV2V,cos (o — E) (6.17) 
Var(t) = vor(t) = ver (t) = 0 (6.18) 


Las tensiones 6.17 y 6.18 expresadas como vectores espaciales son: 


2 VZV, cos Wet 
v= 5 1 a a |-| V2V.cos (Wet — 2) | => 
V2Ve cos (Wet — E) 


elt y ejet 


2 1 | | 
Ve =V24/=V.[ Dy arya? ] -= | aeti + we JM! | =y/3V,e/0% (6.19) 
3 2 elt P 
> 0 
MOT EY | [0 |=0=v? (6.20) 


Al excitar las bobinas con tensiones trifásicas balanceadas, las corrientes del estator y las del ro- 
tor referidas al estator también resultarán balanceadas y los correspondientes vectores espaciales 
serán: 


ie = V3/¿e (ett Fe) (6.21) 
if = Y31,0/(0.t+0) (6.22) 


Por otra parte, la velocidad del rotor en régimen permanente será constante Ó = @m = cte. 
Reemplazando las condiciones 6.19, 6.20, 6.21 y 6.22 en el modelo de la máquina de inducción 
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R, jw,(L,-M,,) jw,|L,-M.,,| 
eo—_ 
—> 
I, 
V: 
o 


Figura 6.7 Circuito equivalente de la máquina de inducción en régimen permanente 


descrito en vectores espaciales se obtiene: 
V3Veei%" 1 TR, 0 V3 Led (Met + be) 
0 7 VBL ei (@et+ or) +4 


Mer i V3lees (Wet $e) 


, 0. On 1 V3L e O t) 
:*— JOm | Me, f, | | v31, e (0et+0,) | 


Ve ||| Re 0 | ig | Le Mer] _ ig | 0,50 Teel? | 
o | || o rR 17 lg. APA 7°" | aa 1,eJór 


Ve |_|] Re+jo.L j@eMer L (6.23) 
0 a J(@e — Om)Mer R, + ¡(AC &,)L, I, 


Para determinar un circuito equivalente de la máquina de inducción en régimen permanente a 
partir del sistema de ecuaciones 6.23, es necesario dividir la segunda ecuación por el desliza- 
miento”: 


Oe — Om 
We 


Ve N Re + jJOeLe JOeMer L 
| 0 | 2 | JOeMer E + j@eLy | | I | (6.25) 


En la figura 6.7 se presenta el circuito equivalente de la maquina de inducción en régimen per- 
manente. 


s (6.24) 


El par eléctrico en régimen permanente se calcula sustituyendo en la expresión 13.23 los fasores 
espaciales obtenidos en 13.29 y 13.30: 


T. =M,,3m { V3L el (Met tbe) (Vaheta) } = 3Merlel, sin (be — Q,) (6.26) 


19 El deslizamiento s es una variable de gran importancia en la modelación de la máquina de inducción y representa 
la velocidad relativa entre el campo producido en el estator y la posición del rotor, en por unidad de la velocidad 
de este campo. 
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La ecuación correspondiente al circuito rotórico en el sistema 6.25 relaciona directamente las 
corrientes del estator y del rotor: 


R 
0 = j@eMerle + (= + JL) I, > 


R. a R A 
(E+ jæL,) oe A FIL) 5 j 
L =j I, > Leite = jE eh 
E og, 
R. i 
PN “r+ j@eL;) R 
Lei(0e-0r) — (EA joer), => Ls — b) = ——], 6.27 
ee a a. e Sin(de — Oy) wM” (6.27) 


Al sustituir la expresión 6.27 en la ecuación del par eléctrico 6.26, se obtiene el par eléctrico en 
función de la corriente del rotor /,, el deslizamiento s, la resistencia del rotor R, y la velocidad 
sincrónica Qs: 


R, 


Wes 


Te =3—-P (6.28) 


La expresión 6.28 se puede obtener directamente del circuito equivalente de la figura 6.7, cuando 
se calcula tres veces” la potencia entregada a la resistencia Re y se divide por la velocidad 


Ss 
sincrónica @,. 


Dentro de las hipótesis del modelo se han despreciado la pérdidas en el hierro de la máquina. Es 
posible considerar estas pérdidas colocando una resistencia en paralelo con la fuerza electromo- 
triz producida por el flujo de magnetización. También se puede recordar que las inductancias Le 
y L, están compuestas de dos partes, dispersión y magnetización. Por esta razón, haciendo uso 
de sus respectivas definiciones planteadas en el modelo 6.8, se puede establecer lo siguiente: 


3 3 
Le—Mer = Loe+ aber A aber = Loe 
3 3 
Lr—Mer = Lor+ aber 3 zler = Lor (6.29) 


Al definir Xoe = WeLoe, Xor = OeLor Y Xm = @eMer, incluir la resistencia de magnetización en 
paralelo con la reactancia de magnetización y separar la resistencia Ae en dos componentes, una 
R, que representa las pérdidas 6hmicas del circuito rotórico y TSR, que representa la potencia 
transferida al rotor que no se consume en pérdidas, se puede obtener el modelo clásico de la 


máquina de inducción en régimen permanente, tal como se muestra en la figura 6.8. 


Desde el punto de vista eléctrico, el comportamiento de la máquina de inducción en régimen 
permanente depende del deslizamiento s, de la tensión aplicada en el estator V, y de los paráme- 
tros del circuito equivalente (Ro, Ry, Rm, Xoe» Xor, Xm). Una vez que se conocen los parámetros 
del modelo, el deslizamiento del rotor y la fuente de alimentación, se pueden determinar las 
corrientes que circulan por la máquina. El análisis circuital de la máquina de inducción es seme- 


20 Por estar representando un modelo unifilar de la máquina aparece el coeficiente 3 en los cálculos de potencia y 
par. 
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R, R, 
eo 
—=> << 
I, I, 
V, dsg, 
AY 
os TES 
I P Y 
e ] 1 | 
P P 


Figura 6.8 Modelo clásico de la máquina de inducción 


jante al de un transformador con una carga resistiva variable. Esta carga depende exclusivamente 
del deslizamiento del rotor. 


Aun cuando el modelo clásico de la máquina de inducción es similar al modelo de un transfor- 
mador, existen algunas diferencias importantes: 


1. La reluctancia del circuito magnético de la máquina de inducción es mucho mayor que 
la reluctancia de magnetización de un transformador. Esto se debe principalmente a la 
presencia de entrehierro en la máquina. La corriente de excitación de una máquina es con- 
siderablemente mayor que la de un transformador de igual potencia. Esta corriente puede 
alcanzar entre un 30 % y un 50 % de la corriente nominal de la máquina, contrastando con 
el 0,5% a 1,0 % en un transformador convencional. 


2. Al ser tan grande la reluctancia de magnetización, se incrementan considerablemente los 
enlaces de dispersión. Por esta razón las reactancias de dispersión de la máquina son 
mayores que estas reactancias para un transformador de similar potencia. Cada una de las 
reactancias de dispersión de la máquina pueden superar el 10 %, en comparación con un 
transformador donde se encuentran entre el 1 % y el 6 % aproximadamente. 


VL5 ECUACIONES DE LA MÁQUINA DE INDUCCIÓN 


Del modelo clásico de la máquina de inducción mostrado en la figura 6.8, se pueden extraer 
varias relaciones de gran utilidad para determinar el comportamiento de la máquina en diferentes 
condiciones de operación. Algunas de estas relaciones son: 


1. Potencia de pérdidas en el rotor: todas las pérdidas eléctricas del rotor se encuentran 
principalmente en las resistencias de las bobinas del rotor. Estas pérdidas se pueden cal- 
cular mediante la expresión: 

Pr, =3R, (6.30) 


2. Potencia de pérdidas en el estator: los conductores del estator poseen resistencia y por 
esta razón en estos devanados se producen pérdidas. También en el hierro de la máquina 
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se producen pérdidas por histéresis del material magnético y por inducción de corrientes 
parásitas. Todas estas pérdidas se pueden calcular mediante la siguiente relación: 


y2 
Pper.ext = Pr, + Pre =3 +43 (6.31) 
Rm 
La tensión V, se puede calcular a partir de la corriente del estator Ie, mediante la siguiente 
expresión: 
Vm = Ve NN (Re F JXoe)le (6.32) 


. Potencia mecánica en el eje del rotor: de la potencia que entra a la máquina por los ejes 


eléctricos del estator, una parte se consume en los devanados de estator y otra porción 
en las pérdidas del hierro. El resto de la potencia de entrada atraviesa el entrehierro de 
la máquina y llega al circuito del rotor. En este circuito se pierde otra porción en las 
resistencias de los conductores. La diferencia entre la potencia de entrada y todas las 
pérdidas, se encuentra disponible en el eje del rotor como potencia mecánica: 


1 È 
Poje = Protor — Pr, = 3ÊR, $ = 1 = 37H | a (6.33) 
S S 


El balance 6.33 demuestra que la potencia mecánica disponible en el eje es igual a la 
potencia que se consume en la resistencia de carga representada en la figura 6.8. La po- 
tencia mecánica útil disponible en el eje mecánico puede ser menor a la calculada por la 
expresión 6.33, debido a que existen pérdidas de tipo mecánico tales como la fricción y la 
refrigeración de la máquina mediante ventiladores acoplados al eje mecánico, que reducen 
la potencia disponible en el eje. 


. Par eléctrico: el par eléctrico de la máquina se puede calcular a partir del cociente entre 


la potencia mecánica disponible en el eje y la velocidad mecánica del rotor: 


Peje A 2 2 1 Trao 
To = £ =31-R, = 3I-R, = 3I°R = 6.34 
~~ On "SO %.s0.(1—s) TT WeS 0% re 


l-s —s 


La ecuación 6.34 determina el par eléctrico mediante la potencia mecánica disponible en el 
eje P.je y la velocidad mecánica del rotor @m. Un método alternativo consiste en calcular 
el par utilizando la potencia eléctrica que atraviesa el entrehierro P,otor y la velocidad 
sincrónica (0. a la que se realiza esta conversión. 


. Corriente del rotor: para determinar la potencia en el eje Psje y el par eléctrico Te, es 


necesario obtener la corriente del rotor I,. Para calcular esta corriente es útil realizar un 
equivalente de Thévenin visto desde el rotor hacia la fuente del estator, tal como se mues- 
tra en la figura 6.9. La tensión de Thévenin en el circuito de la figura 6.9 se determina 
mediante un divisor de tensión entre la impedancia serie del estator Ze y la impedancia de 
magnetización Zm: 


Vin = > Ve (6.35) 


VI.6 Caracteristica par-deslizamiento 


Figura 6.9 Equivalente de Thévenin de la máquina de inducción visto desde el rotor 


La impedancia de Thévenin del circuito es el resultado del paralelo entre Ze y Zm, en serie 
con la impedancia Z;: 


Le Ñ Zin . 
Lin = 5 +2, =R X, 6.36 
th Z, PP th + JAth ( ) 
La corriente /, se obtiene a partir del circuito de Thévenin de la figura 6.9: 
V; 
¡Y — "AS (6.37) 


(Rin F ey HX 


Sustituyendo la expresión 6.37 en las ecuaciones 6.33 y 6.34, se determina la potencia en 
el eje y el par eléctrico en función delos parámetros de la máquina, la tensión de Thèvenin 
y el deslizamiento del rotor: 


VR (=) 


pr = E (6.38) 
(Ra + E) +X 
gay 
T oe (6.39) 


(Rin + Rr)? ers 


CARACTERISTICA PAR-DESLIZAMIENTO 


La ecuación 6.39 determina el par eléctrico de la máquina de inducción. Si la tensión de ali- 
mentación V, tiene una amplitud constante, la tensión de Thevenin también tendrá su magnitud 
constante, debido a que las impedancias del estator y de magnetización son independientes del 
deslizamiento del rotor. Si se excluye el deslizamiento, todos los términos de la ecuación 6.39 
son constantes para una máquina dada, mientras la frecuencia de la red sea constante. 
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Para comprender el comportamiento funcional de esta caracteristica, resulta conveniente realizar 
aproximaciones asintóticas de la ecuación 6.39 con respecto a valores extremos del deslizamien- 
to. Cuando el deslizamiento es cero, la velocidad angular del eje rotor es igual a la velocidad 
del campo magnético rotatorio. En esta condición el campo rotante producido en el estator no 
corta los conductores del rotor, no se produce fuerza electromotriz en estas bobinas, no circula 
corriente y por esta razón no se produce par eléctrico medio. 


Para deslizamientos muy pequeños s — 0 pero diferentes de cero, el término Rr es mucho mayor 
que la resistencia y reactancia Thévenin. En este caso es posible despreciar en el denominador 
de la expresión 6.39 la resistencia y la reactancia de Thévenin: 


Rr | R2 2 
S >> Rin +Xi, 


2 
th 


s53sis>0 (6.40) 


T; > 
ex 


En aquellos deslizamientos para los cuales es válida la expresión 6.40, el comportamiento de la 
característica par-deslizamiento es lineal. En la práctica, la ecuación 6.40 es de gran utilidad de- 
bido a que en los puntos de operación en régimen permanente, los deslizamientos de la máquina 
son lo suficientemente pequeños para satisfacer esta aproximación con precisión. 


Por otra parte, cuando el deslizamiento es grande, el término Ae es despreciable y la caracteristica 
par-deslizamiento se puede aproximar a: 


2 
Z 3V gRr 
Wes (R?, +X4) 


th 


3 Si, S — -koo (6.41) 


La expresión 6.41 representa una variación hiperbólica del par eléctrico a medida que el desliza- 
miento aumenta. En valores negativos del deslizamiento, la aproximación anterior es igualmente 
válida, sin embargo en este caso el par eléctrico es negativo. 


En la figura 6.10 se ha destacado un punto importante de la característica par-deslizamiento; 
este punto corresponde al par máximo de la máquina. El par es máximo cuando la potencia que 
atraviesa el entrehierro es máxima. Esto se debe a que la velocidad sincrónica depende de la 
frecuencia de las corrientes inyectadas en el estator y por lo tanto es constante. Para calcular la 
potencia máxima que puede atravesar el entrehierro se aplica el principio de máxima transferen- 
cia de potencia al equivalente de Thevenin de la figura 6.9. La máxima transferencia de potencia 
ocurre cuando la impedancia de la carga se Rr iguala a la impedancia del equivalente de Théve- 
nin Z;n. En este circuito la carga es puramente resistiva, mientras que la impedancia de Thévenin 
es fuertemente inductiva. En este caso, para transferir la máxima potencia, es necesario que los 
módulos de las impedancias se igualen: 


— = Zim = \/R2,+X5 (6.42) 


Despreciando en la ecuación 6.42 la resistencia de Thévenin Ry, la cual generalmente es muy 
pequeña en comparación con la reactancia X;,, y reemplazando esta expresión en la ecuación 
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Figura 6.10 Característica par-deslizamiento de la máquina de inducción 


6.39, se puede calcular el par máximo que produce la máquina de inducción: 


a Vir 
ma. FO 6.43 
emax >? 20, Xin ( ) 
El deslizamiento que produce el par máximo se obtiene de la expresión 6.42: 
R 
ST = === (6.44) 
2 2 
Rint Xin 


Al examinar la ecuación 6:39 se observa que la característica par-deslizamiento no es comple- 
tamente simétrica con respecto al origen. El denominador de esta ecuación no es indiferente al 
signo del deslizamiento. Si la resistencia de Thèvenin es nula o despreciable, la característica 
entonces es simétrica. 


El deslizamiento es la variable que define el punto de operación de la máquina de inducción. 
Conocido este dato se pueden determinar las corrientes, el par eléctrico, las potencias de entrada 
o salida, las pérdidas, el factor de potencia y el rendimiento de la máquina. 


En las máquinas con rotor devanado es posible incluir resistencia en serie con el circuito del 

rotor. Esta posibilidad se puede utilizar para reducir las corrientes durante el arranque o para in- 

crementar sustancialmente la magnitud del par eléctrico durante este proceso. Incluso es posible 

añadir suficiente resistencia como para permitir que la máquina arranque con el par máximo: 

= R, + Radicional =f = Rozina = R2, 
RX 


th 


+X? —R, (6.45) 


Tnax t 
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R.+R 


r adicional 


Figura 6.11 Efecto de la variación de la resistencia del rotor sobre la característica par- 
deslizamiento 


La magnitud del par maximo no es afectada por la variación de la resistencia del rotor, pero 
la característica par-deslizamiento se modifica considerablemente como se observa en la figura 
6.11. 


VI.7 PUNTOS DE OPERACION 


La característica par-deslizamiento indica el valor del par eléctrico T, para cualquier desliza- 
miento s. Para definir el deslizamiento de operación de la máquina es necesario el conocimiento 
de la característica de la carga mecánica. El punto de operación del sistema formado por la 
máquina eléctrica y la carga mecánica está definido por la intersección de las dos características. 


La característica par-velocidad de una bomba puede ajustarse mediante un polinomio de segundo 
grado en la velocidad angular mecánica 0». Esta característica se representa en función del 
deslizamiento de la máquina de inducción de la siguiente forma: 


Tn (Om) = ky 07, +k20m +k3 = ky (1-5) 02 + ko (1 — s) @e + k3 (6.46) 


El punto de operación de la máquina se obtiene en el deslizamiento sop, que iguala el par eléc- 
trico producido por la máquina de inducción con el par mecánico que opone la bomba y se 
establece mediante el equilibrio: 


Te(Sop) — Tm(Sop) =0 (6.47) 
3 Rr 2 
— s 2 (1 024 k(l- 8) Oe + hs (6.48) 
Rr 2 
(Rin AS Ss ) +A 
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Figura 6.12 Puntos de operación de la máquina de inducción acoplada a una bomba con dife- 
rentes valores de la tensión aplicada 


En la figura 6.12 se muestra el punto de operación o punto de equilibrio representado en la 
expresión 6.48. 


Según la ecuación 6.39, el par eléctrico de la máquina de inducción depende del cuadrado de 
la tensión de Thevenin. Este hecho puede utilizarse para controlar el punto de operación de la 
máquina variando la tensión de alimentación. En la figura se observa que la reducción de la 
tensión de alimentación afecta fuertemente el par eléctrico de la máquina en todo el rango de 
deslizamientos. Si la tensión se reduce durante el proceso de arranque de la máquina, el par de 
accionamiento puede ser insuficiente para acelerar la máquina hasta el punto final de operación. 
Para que la máquina pueda acelerar, el par eléctrico debe ser mayor que el par de la carga. Si 
esta diferencia es muy pequeña, la máquina demora mucho tiempo para alcanzar el punto de 


Operación permanente: 
AW 


dt 


To _ Tin = Tacel. =J (6.49) 


La ecuación 6.49 determina el proceso dinámico de arranque de la máquina de inducción. En la 
medida que el par eléctrico T supera el par mecánico 7T;,,, se incrementa la velocidad del rotor 
@m. Cuando los pares se igualan en el punto de operación, la aceleración se anula y la máquina 
eléctrica se mantiene accionando a la carga mecánica a esa velocidad. Si varía la carga o la 
tensión de la red, la máquina acelera o frena hasta alcanzar el nuevo punto de equilibrio. Algunos 
puntos de intersección de las características de par eléctrico y mecánico no son estables. Si al 
aumentar la carga mecánica disminuye el par eléctrico, o al disminuir la carga mecánica aumenta 
el par producido por la máquina, el punto de operación es inestable y a la menor perturbación, 
la máquina se detendrá o buscará un punto de operación estable. 
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VI.8 EL PUNTO NOMINAL 


La corriente nominal de una maquina esta determinada por la clase de aislamiento de sus bobi- 
nas, las pérdidas generadas por esta corriente y el sistema de refrigeración encargado de disipar 
al medio ambiente estas pérdidas. Los materiales aislantes que recubren los conductores de las 
bobinas se degradan más rápidamente en relación directa con la temperatura?!. A este fenómeno 
se le conoce como envejecimiento. El calor generado por pérdidas resistivas en los conductores 
crece con el cuadrado de la corriente que circula por las bobinas. La temperatura en el interior 
de la máquina y más concretamente en el aislamiento de las bobinas está determinada por la 
capacidad de la máquina para transmitir el calor al medio ambiente. Esta capacidad se conoce 
como impedancia térmica y depende de la geometría de la máquina, de los materiales y del 
sistema de enfriamiento. 


La corriente nominal, por lo tanto, es aquella corriente que al circular por las bobinas produ- 
ciendo pérdidas que incrementan la temperatura interior de la máquina hasta alcanzar el valor 
máximo. Con el valor máximo de la temperatura interior, el envejecimiento del material aislante 
es tan lento que permite alcanzar a la máquina su período de vida útil??, sin que se produzcan 
fallas en el mismo. 


La corriente del estator I. se puede obtener a partir del circuito equivalente 6.9 utilizando el 


siguiente procedimiento: 
Zin 


Ya Ve 
1, = 5%, = _ => — (6.50) 
Len T a Rin + ae + IXth 
RA 
Vin = (E En xo) IL (6.51) 
S 
Vn» + jXor 
L, e PE NN 6.52 
Z, Z, (6.52) 
E Wor + Zm E + jXor+Zm 
L =1,+1, + ==, = 5 Vo (6.53) 
Lin (Zm F Ze) (Zin + =) 


La corriente nominal J, define el deslizamiento nominal s, de la máquina como se muestra en 
la figura 6.13. Una vez definido el deslizamiento nominal, también queda determinado el par 
eléctrico nominal 7%, y la potencia nominal en el eje P.je,. Conocida la temperatura máxima 
de operación fmax, el sistema de enfriamiento determina la corriente nominal y esta corriente 
define el deslizamiento nominal correspondiente a una tensión dada. Obtenido el deslizamiento 
nominal, también quedan definidos el par eléctrico nominal y la potencia nominal en el eje. 


La tensión nominal de la máquina tiene relación con las pérdidas en el hierro y con la magnitud 
de la corriente de magnetización. Cuando se aplica la tensión nominal a las bobinas del estator, el 
flujo producido en el entrehierro no debe exceder los valores máximos de la densidad de campo 


magnético Bmax que tolera el material sin incrementar drásticamente las pérdidas en el hierro. Si 
21 A mayor temperatura la movilidad electrónica facilita la reacción química de los materiales y éstos, al incluir 
impurezas en las redes cristalinas, degradan las propiedades dieléctricas originales. 
22 Entre unos quince y treinta años de vida media. La mitad de las máquinas en una muestra grande, habrá fallado 
durante un tiempo equivalente a una vida media. 
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Figura 6.13 Magnitudes de las corrientes del estator J. y del rotor J. en función del 
deslizamiento 


la densidad de campo magnético supera este valor, las pérdidas en el hierro crecen rápidamente, 
aumenta la corriente de magnetización Im debido a la saturación del material y se incrementa la 
temperatura interior de la máquina por encima del valor máximo de diseño. 


Los valores nominales de la máquina no implican en forma alguna que ésta debe funcionar 
siempre en esta condición. Estos valores son simplemente una referencia que indica un punto 
de operación en el cual la máquina puede mantenerse en régimen permanente durante todo el 
período diseñado de vida útil.” Exceder estos valores incrementa las pérdidas y la temperatura 
interior de la máquina, pero si la temperatura previa es inferior a la temperatura máxima de 
diseño, la inercia térmica de los materiales retarda el proceso. Durante este tiempo es posible 
operar la máquina por encima de sus puntos nominales sin reducir la vida útil del convertidor”. 
Incluso es posible tolerar un pequeño incremento de la temperatura sobre la temperatura máxima 
sin reducir significativamente la vida útil de la máquina. 


Durante el proceso de arranque, las corrientes pueden alcanzar de tres a seis veces el valor 
nominal y esto produce un incremento de las pérdidas con el cuadrado de este valor. Las pér- 
didas pueden crecer de nueve a treinta y seis veces su valor con respecto al punto nominal. Si 
esta situación se mantiene indefinidamente, la temperatura se incrementará muy rápidamente y 
se envejecerá el aislamiento rápidamente. El tiempo de arranque depende de la inercia conecta- 
da al eje de la máquina y de la diferencia entre el par eléctrico y el par mecánico de la carga. 
Cuando el arranque es lento o se realiza múltiples veces, la temperatura máxima se puede ex- 
ceder. Si esto ocurre frecuentemente, indica que la especificación nominal de la máquina está 


23 Es necesario recordar que la vida útil es en realidad vida media útil, una variable de tipo estadístico. Solamente 
la mitad de las máquinas en estas condiciones alcanzaría a operar sin fallas durante este tiempo. Probablemente 
el fabricante especificará algunas condiciones de mantenimiento mínimo para alcanzar este período de vida útil. 

24 Esto es una condición general válida para todas las máquinas eléctricas, incluidos los transformadores. 
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por debajo de los requerimientos de la carga. En estas condiciones es posible que durante los 
períodos de operación en régimen permanente, la máquina opere por debajo de su especificación 
nominal y sin embargo la temperatura interior exceda la máxima permitida. Por esta razón es 
muy importante el ciclo de carga, aceleración y frenado al que está sometida una máquina en 
su especificación definitiva. 


VI.9 SISTEMA EN POR UNIDAD 


Resulta conveniente utilizar el sistema de valores en por unidad (pu) en la representación de la 
máquina de inducción. Al representar las magnitudes, parámetros y ecuaciones en un sistema 
adimensional de unidades, se simplifican y comprenden mucho mejor los cálculos y condiciones 
de operación de la máquina. Además, en por unidad los parámetros del circuito equivalente 
varían levemente con el nivel de potencia y tamaño de la máquina, diferenciándose una de otra 
principalmente por sus características constructivas. Resulta ventajoso indicar cuántas veces es 
mayor la corriente de arranque con respecto a la corriente no minal, que-utilizar directamente la 
información en unidades físicas. 


Para definir las bases del sistema en por unidad de un sistema eléctrico es necesario especificar 
la potencia base y la tensión base. En los transformadores, es necesario definiruna tensión base 
en un lado del transformador y utilizar la relación del número de vueltas del equipo para definir 
la base de tensión del otro lado. Los transformadores, las lineas de transmisión y las grandes 
máquinas poseen rendimientos muy altos. Estos elementos del sistema no tienen diferencias 
importantes entre las potencias de entrada y salida. Las máquinas de inducción utilizadas in- 
dustrialmente tienen un rendimiento menor y por tanto existen diferencias entre la potencia de 
entrada y salida. Por esta razón hay que definir cuál de estas potencias es más conveniente. Esto 
por supuesto, depende de la aplicación y del enfoque preferido por el analista. En general, entre 
las infinitas posibilidades existentes son tres las potencias base más utilizadas: la potencia apa- 
rente nominal del estator Sg = Sp, la potencia activa nominal del estator Sg = Ps, = Sn : COS Qn y 
la potencia mecánica nominal en el eje mecánico de la máquina Sg = Po je,,. 


La selección de la tensión base presenta menos problemas en su especificación; se utiliza habi- 
tualmente como base la tensión nominal línea a línea, especificada en los datos de placa de la 
máquina Vg = V,,. Las demás bases deben calcularse partiendo de estas dos definiciones Sg y Vp. 
Una vez seleccionada la potencia base y la tensión base en cada una de las tres alternativas, se 
tienen las siguientes bases derivadas: 


1. Sg = Sn y Vg = Vr: en este caso la corriente base Ig debe calcularse a partir de la definición 
de potencia aparente en un sistema trifásico balanceado: 


SB 
V3Vp 


La impedancia base del sistema Zg se calcula monofásicamente debido a que el circuito 
equivalente representa una fase de la máquina: de esta forma, a partir de la tensión base 


Sg = V3 -Vg-Ig > Ip= (6.54) 
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Vp y la corriente base Ig, se obtiene: 


— V3 3 _ YB 
m= = = Sy (6.55) 
vV3Vg 


Según este sistema de bases, la tensión, corriente del estator y potencia aparente serán 
1,0pu cuando la máquina esté operando en el punto nominal. La potencia activa en el 
estator tendrá el mismo valor del factor de potencia nominal. La potencia en el eje resulta 
el producto del factor de potencia nominal por el rendimiento del punto nominal de ope- 
ración. Cuando se desea controlar que la corriente del estator no exceda el valor nominal, 
este sistema es práctico. 


2. Sp = Pe, y Vg = Vn: las expresiones 6.54 y 6.55 determinan la base de las corrientes e im- 
pedancias del sistema. Cuando la máquina se encuentra en su punto de operación nominal, 
la tensión y la potencia activa del estator son 1,0 pu respectivamente. La potencia aparente 
y la corriente del estator en por unidad son iguales al inverso del factor de potencia nomi- 
nal. En este sistema la potencia mecánica en el eje en por unidad es igual al rendimiento 
del punto nominal. Como la potencia activa nominal en el estator no es una limitación 
operativa de la máquina, este sistema no tiene mucha utilidad práctica. 


3. Sp = Peje, Y VB = Vn: igual que en los dos sistemas anteriores de bases, las expresiones 
6.54 y 6.55 determinan la base de las corrientes e impedancias del sistema. Cuando la 
máquina se encuentra operando en su punto de operación nominal, la tensión y potencia en 
el eje del rotor son 1,0 pu respectivamente. La potencia aparente y la corriente del estator 
en las condiciones nominales son iguales al producto del inverso del factor de potencia 
nominal por el rendimiento en el punto nominal. Este sistema tiene utilidad cuando se 
desea analizar la potencia de accionamiento de la carga mecánica. 


Los sistemas electromecánicos necesitan además del cálculo de potencias, tensiones, corrientes 
e impedancias, el cálculo de pares y velocidades. Como el par y la velocidad están relacionados 
por la potencia, es necesario definir una base adicional. En general se escoge la velocidad angular 
sincrónica del campo magnético rotatorio como base y de esta forma queda determinado el par 


base: 
SB SB SB 


Mp 0 2fe 


Pg = Tg: @g => Tp 


(6.56) 


Si la máquina posee más de un par de polos, el par base se calcula como el par definido en la 
ecuación 6.56, dividido por el número de pares de polos p. Si la potencia base es la potencia del 
eje mecánico, el par para la condición de operación nominal es 1.0 pu. Cuando se define como 
base la potencia aparente de entrada, el par es igual al producto del rendimiento nominal por el 
factor de potencia nominal. Si la base de potencia es la potencia activa nominal del estator, en el 
punto de operación nominal el par es igual al rendimiento de la máquina en ese punto. 
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VI.10 DETERMINACION DE LOS PARAMETROS 


El circuito equivalente de la máquina de inducción está definido por seis parámetros o elemen- 
tos circuitales”, tres resistencias que modelan las pérdidas y tres reactancias que representan 
los flujos de dispersión y magnetización de la máquina. El circuito equivalente de la máquina de 
inducción es semejante al de un transformador trifásico y por lo tanto la metodología utilizada 
en la determinación de los parámetros de este circuito puede ser utilizada en este caso con cier- 
tas adaptaciones. Estas variaciones se deben fundamentalmente a la presencia del entrehierro. 
En los transformadores, la corriente de magnetización es muy pequeña en comparación con la 
corriente nominal; por esta razón se puede despreciar esta rama cuando se desea identificar las 
reactancias de dispersión. En la máquina de inducción esta aproximación es más difícil de soste- 
ner. Por otra parte, en los transformadores generalmente se tiene acceso a los circuitos primario 
y secundario”. En la mayoría de las máquinas de inducción este acceso no es posible, debido a 
que el rotor está en cortocircuito. 


Para identificar los parámetros de un transformador se realizan los ensayos de vacío y corto- 
circuito. El primero con la finalidad de obtener la reactancia y resistencia de magnetización y 
el segundo para determinar las reactancias de dispersión y resistencias de los conductores. La 
separación de la resistencia del primario y secundario se puede realizar midiendo la caída de 
tensión al inyectar corriente continua por una de sus bobinas. La separación entre las reactancias 
de dispersión se obtiene repartiendo proporcionalmente a la reactancia de dispersión total, la 
reluctancia del camino magnético en cada bobina. Esto conduce a que en por unidad, las dos 
reactancias de dispersión del modelo T del transformador son aproximadamente iguales y en 
valores físicos difieren en la relación de vueltas al cuadrado. En la máquina de inducción no 
sucede lo mismo porque las ranuras y los caminos magnéticos de las bobinas del estator y rotor 
pueden ser diferentes. 


En la máquina de inducción también se pueden realizar estos ensayos; a continuación se descri- 
ben los más importantes: 


1. Ensayo de vacío: en esta prueba se hace girar la máquina a velocidad sincrónica, prefe- 
riblemente por un accionamiento externo. De esta forma el deslizamiento es cero y por 
el circuito del rotor no circulan corrientes. La máquina se alimenta a frecuencia y tensión 
nominal en el estator. Se miden con la mayor precisión posible las corrientes por las fases, 
tensiones de línea y potencia activa de entrada. Como el circuito es fuertemente inductivo, 
durante el ensayo es conveniente utilizar vatímetros especiales para medir bajos factores 
de potencia”. En la figura se presenta el diagrama del montaje experimental requerido 
para realizar en ensayo de vacío. 


La tensión en la rama de magnetización es aproximadamente igual a la tensión de ali- 
mentación, debido a que las corrientes de magnetización, aun cuando se encuentran entre 


25 Esto es válido tanto para el modelo transitorio como para el de régimen permanente. 


26 En algunas ocasiones esto no es posible, también el terciario de algunos transformadores puede no ser accesible 
a la medición. 

Estos instrumentos son vatímetros normales que permiten una deflexión de la aguja unas cinco veces mayor que 
la de un vatímetro convencional para la misma potencia. También es posible utilizar instrumentos digitales que 
no tienen las limitaciones de los electrodinámicos para realizar este tipo de medición. 


27 


226 


VI.10 Determinación de los parámetros 
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Figura 6.14 Diagrama esquemático del montaje para realizar el ensayo de vacío 


lo 0,2-=0,33 pu 
Zm 2030 pu 
Xm 2,0~3,0 pu 
Rm 50~100 pu 


Tabla 6.1 Magnitudes habituales de los parámetros de magnetización de la máquina de induc- 
ción 


una tercera parte y la mitad de la corriente nominal, no producen una caída significati- 
va en la rama serie del modelo. Con esta simplificación, la resistencia y reactancia de 
magnetización se obtienen mediante los siguientes cálculos: 


So = V3V0- lp (6.57) 

Po =P, PP (6.58) 

0o= \/S5— Pe (6.59) 
y2 y2 

Rm E; Xm œ- 6.60 

P, Po (6.60) 


Los órdenes de magnitud habituales se han resumido en la Tabla 6.1. 


2. Prueba de rotor bloqueado: para realizar este ensayo es necesario bloquear el rotor de la 
máquina de inducción. Cuando el rotor está detenido, el deslizamiento es 1,0. El circuito 
equivalente en estas condiciones es semejante al de un transformador en cortocircuito”, 
En la identificación de parámetros del transformador se puede despreciar la rama de mag- 
netización, porque la corriente de cortocircuito es mucho mayor que la corriente de mag- 
netización. La tensión de la rama de magnetización se deprime prácticamente a la mitad 
de la tensión de vacío y esto reduce aún más la corriente que circula por ella. En el trans- 
formador, la influencia de la rama de magnetización durante el ensayo es prácticamente 
despreciable. En la máquina de inducción la corriente de rotor bloqueado puede alcanzar 


28 Por esta razón algunas veces se denomina incorrectamente a este ensayo como prueba de cortocircuito. 
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entre tres y seis veces la corriente nominal. La corriente de vacío está comprendida entre 
la tercera parte y la mitad de la corriente nominal. Durante la prueba de rotor bloqueado la 
tensión de la rama de magnetización se deprime más o menos a la mitad y por esta razón 
la corriente de la máquina durante este ensayo puede alcanzar a ser entre seis y dieciocho 
veces mayor que la corriente de magnetización. Desde un punto de vista práctico es posi- 
ble despreciar esta rama en la estimación de los parámetros, sin embargo la aproximación 
no es tan precisa como cuando se aplica en el ensayo de cortocircuito de un transformador. 


El esquema de medida es similar al ilustrado en la figura 6.14, pero en lugar de hacer gi- 
rar la máquina de inducción a velocidad sincrónica, es necesario bloquear mecánicamente 
el rotor. Como el circuito equivalente en este ensayo es muy inductivo, deben utilizarse 
vatímetros de bajo factor de potencia o digitales para mejorar la precisión de la medida. 
En la práctica este ensayo no se realiza a valores nominales de tensión, para evitar un 
calentamiento excesivo de los devanados debido al incremento de las pérdidas con el cua- 
drado de la corriente y a la falta de ventilación por estar detenido el rotor. Por otra parte, 
hay que utilizar una tensión suficientemente grande que garantice la linealidad del circuito 
magnético. 


Aun cuando el ensayo a rotor bloqueado se realice con cierta rapidez, la resistencia de 
las bobinas cambia apreciablemente con la temperatura y es preciso corregir las medidas. 
Para este fin se miden las resistencias del estator cuando la máquina está a temperatura 
ambiente, antes de comenzar el ensayo. Esta medida se realiza inyectando corriente conti- 
nua en la bobina y midiendo la caída de tensión. La corriente inyectada debe ser menor a 
un décimo de la corriente nominal para que el calentamiento sea despreciable. Posterior- 
mente se efectúa el ensayo a rotor bloqueado e inmediatamente después de terminar estas 
medidas, se realiza una nueva medida de las resistencias del estator mediante el mismo 
método descrito. Las dos medidas de resistencia y el conocimiento del material utilizado 
en el bobinado de la máquina permiten deducir la temperatura alcanzada por la máquina 
durante el ensayo. Si la máquina está bobinada con cobre recocido en frío, la ecuación que 
determina la variación de la resistencia en función de las temperaturas es la siguiente: 


Rrz 234,5+T3(C) 


fe NC) 6.61 
RATDIASIT(O oon 


Para determinar los parámetros de la rama serie del circuito equivalente de la maquina, 
midiendo potencia, tensión y corriente se utiliza el siguiente procedimiento: 


Sip = V3 Lp > Vib (6.62) 
O, = \/ Sa -P3 (6.63) 
P, P, 
Rr © Re +R, = , Xor N Xge+Xor = (6.64) 
3I 3I 


Las resistencias se pueden corregir desde la temperatura de la prueba, a la temperatura 
nominal de operación. Como además se conoce la resistencia del estator por una medida 
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Lp 3,0~6,0 pu 
Re 0,01~0,03 pu 
R, 0,01~0,08 pu 
Xoe 0,07~0,2 pu 
Xor 0,07~0,2 pu 


Tabla 6.2 Órdenes de magnitud habituales de los parámetros de rotor bloqueado de la máquina 
de inducción 


directa, la resistencia del rotor referida al estator se calcula por diferencia: 
R, = Rr — Re (6.65) 


Con las medidas realizadas, no es posible llevar a cabo una separación de las reactancias 
de fuga del estator y rotor; la práctica más habitual consiste en dividirlas por igual en 
las dos ramas. Sin embargo es necesario recordar que los caminos de fuga del estator y 
del rotor son diferentes y dependen principalmente dela forma de la ranura, y esta forma 
puede diferir mucho. Los órdenes de magnitud habituales en este ensayo se han resumido 
en el cuadro 6.2. 


Los ensayos de vacío y rotor bloqueado sonuna técnica relativamente simple para determinar 
los parámetros del circuito equivalente de la máquina de inducción. Este procedimiento es una 
adaptación del método de cálculo de parámetros en transformadores. En estos ensayos se realiza 
la medida de la impedancia equivalente de la máquina en dos condiciones de operación diferen- 
tes, deslizamiento: cero y uno. También se mide directamente la resistencia del estator y una vez 
conocida ésta, sólo resta por determinar los otros cinco parámetros. Cada uno de los ensayos 
permite establecer dos ecuaciones, una para la parte real y otra para la parte imaginaria de la 
impedancia de entrada. En total se dispone de cuatro ecuaciones para la determinación de cinco 
parámetros. 


El problema matemático está indeterminado. La solución obtenida con tan escasa información, 
además de utilizar simplificaciones más o menos razonables, debe considerar una separación ar- 
tificial de las reactancias de dispersión. Este problema se resuelve aplicando ensayos adicionales 
a diferentes deslizamientos. Si se hacen varios ensayos, se obtiene un sistema con un mayor nú- 
mero de ecuaciones??. Como los parámetros que se están determinando son siempre cinco, se 
tienen más ecuaciones que incógnitas. El sistema de ecuaciones obtenido está sobredetermina- 
do. Las medidas realizadas en los ensayos incluyen errores de apreciación del observador y de 
precisión en los instrumentos. Además, los parámetros de la máquina varían en la práctica de- 
pendiendo de variables tales como el grado de saturación, la temperatura y el efecto pelicular, 
entre otras. En esta situación resulta de gran utilidad la técnica de estimación paramétrica por 
el método de los mínimos cuadrados. 


Del circuito equivalente de la máquina de inducción se puede determinar la impedancia de entra- 
da en función de los parámetros de la máquina, la frecuencia de alimentación y el deslizamiento. 


29 Dos ecuaciones por cada medida. 
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La impedancia de entrada vista desde el estator tiene la siguiente forma: 


Zm Z 
Zen Re, L e,Rm, Lm, Rr, L r,s, @e) = Ze = 6.66 
rl o or, S, We) + Z Z, ( ) 
Donde: 

Ze = Re+ JWeLoe (6.67) 

Rr, 
Z, = — + JOeLor (6.68) 

S 
JOmLmRm 

Zm = =— 6.69 
Rm T J OmLm ( ) 


Utilizando el modelo de impedancia de entrada de la maquina, efectuando n ensayos con una 
precisión O; determinada y variando la velocidad del rotor @,, o la frecuencia de alimentación 
(e, el problema que debe resolverse consiste en minimizar la función de costo Y: 


Y= 3 Deg Si: Wei) = Zeal (Si, an . aa Wei) = Leal (Si; Wei ) i (6 70) 
i=l OL med (Si, Wei) OL med ($ Wei) 
Donde: 
Zimed(Si;@ei) es la i-ésima impedancia medida en los ensayos 
Zeal (Si;@ei) es la i-ésima impedancia calculada mediante el modelo 
Si es el deslizamiento de la i-ésima medida 
Wei es la frecuencia de la i-ésima frecuencia de alimentación 
O; es el factor de ponderación debido a la precisión de la medida i 
n es el número total de medidas 
La ecuación 6.70 se puede escribir matricialmente como: 
Peat (6.71) 
Donde: 
f = [ fi (X, Si, Oei) P(X, Si, Wei) ERY f,(X, Si, Oei) ] (6.72) 
Z i Oei) = Leg (X, Si, Oei 
fi(x, Si, ei) _ med (Si ei) cal Si, ei) (6.73) 
OiZmed(Si, Wei) 
X= [ Re Xoe Rm Xm R, Xor ] (6.74) 


Considerando que la ecuación 6.71 no es lineal en el caso general, las derivadas primeras de la 
función de costos ¥ con respecto a cada una de las variables de estado X del modelo se calculan 
de la siguiente forma: 


ES = G(X) =2[A(X)]' -£(X) (6.75) 
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Donde la matriz A(X) es la matriz Jacobiana del vector de errores ponderados f(X): 


a a, a 
af, fs at, 
of X & OX, 
A(X) = x= A Kn (6.76) 
Ay ay ay 
OX, OX JX, 


La matriz Jacobiana es de dimensión n x m, donde n es el número de medidas y m el número 
total de parámetros del modelo. 


El incremento de los parámetros que minimiza la función de costos 6.71, utilizando el método 
de Gauss-Newton, se calcula mediante la siguiente expresión: 


1 


AX; = -H (X4)! - G(X4) = —2 [[A(X¿)]' -A(X¿)] AKV AK) (6.77) 


El vector de parámetros del modelo en la iteración k + 1 se calcula como: 
X1 = X; +AXy (6.78) 


Si en la iteración k, el módulo del vector AX; es menor que un cierto error € especificado, el 
problema converge al mínimo local más cercano de la función de costos ¥. Este método presenta 
ciertos problemas de convergencia, en particular cuando el peso de las segundas derivadas en la 
matriz Hessiana es importante??. Para garantizar la convergencia del método es recomendable 
modificar la ecuación 6.77 de la siguiente forma: 


X1 = X; + Q AX; (6.79) 


Sustituyendo la ecuación 6.79 en el vector de errores ponderados f(X}+1 ) mediante la ecuación 
6.75 se puede obtener una función de costos para la iteración k+ 1 en función de las variables 
de estado obtenidas en la iteración k y el parámetro unidimensional @: 


V(X) = V(X, +0: AX;,) = f(X; +0: AX¿)' : f(X; +0: AX,) = Y(a) (6.80) 


Para obtener el nuevo vector de corrección @ - AX;, se requiere determinar el valor del parámetro 
a que minimiza la función de costos. 


Una vez obtenido el valor de las variables de estado que minimizan la función de costos Y en la 
iteración k + 1, se prosigue el cálculo determinando una nueva dirección mediante la ecuación 
6.80 y un nuevo proceso de búsqueda del mínimo. Cuando el módulo del vector de dirección 
es inferior a la precisión requerida en los cálculos, termina el proceso de minimización con la 
mejor estimación de los parámetros del modelo. 


Uno de los inconvenientes que presenta el método de Gauss-Newton modificado es la necesidad 
de calcular un valor inicial de los parámetros. La función de costos ¥ puede tener múltiples 
mínimos locales. La mejor solución para el modelo es aquella que produce el menor de los 
mínimos locales. Los valores iniciales de los parámetros pueden ser generados mediante una 


30 Una aproximación a la matriz Hessiana es: H ~ A’- A. 
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Figura 6.15 Diagrama de flujo del método de minimización de Gauss-Newton 


estimación inicial que puede ser realizada mediante los ensayos de vacío y rotor bloqueado. De 
cualquier forma, el método de Gauss-Newton requiere arrancar con un valor inicial cercano a la 
solución para garantizar la convergencia a la solución óptima. En la figura 6.15 se presenta el 
diagrama de flujo del método de minimización de Gauss-Newton. 


Si se desea asegurar la convergencia del método, es conveniente limitar la corrección máxima 
a- AX; para que ninguno de los parámetros de la máquina definidos en el vector X; pueda 
aumentar o disminuir en más de un 50%. Esto puede reducir la velocidad del algoritmo, pero 
asegura que los parámetros han de ser siempre positivos y evita divergencias debido a las no 
linealidades del modelo. 


El método de Gauss-Newton es muy eficiente para la determinación de los parámetros cuando 
la función de costos se define por mínimos cuadrados. Otros métodos de optimización no lineal 
también pueden obtener soluciones con más o menos dificultad. Como ejemplo se presenta lista- 
do 4 de un programa de estimación de los parámetros de una máquina de inducción realizado en 
el entorno de distribución libre Scilab-3. Los parámetros del modelo de la máquina son previa- 
mente conocidos para permitir la comprobación de esta técnica. Con estos parámetros se evalúan 
las impedancias de entrada de la máquina para las condiciones de la prueba de vacío, carga y 
rotor bloqueado mediante la función de costo 'Y que se presenta en el listado 4. Por el método 
convencional de los ensayos de vacío y rotor bloqueado se obtiene la estimación inicial de los 
parámetros xo. Para encontrar el conjunto de parámetros de la máquina X que minimizan la fun- 
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| 
| 


FX) 


Tabla 6.3 Comparación entre el método aproximado y la estimación de parámetros 


ción de costos “Y se utiliza la rutina de optimización de funciones no lineales sin restricciones 
optim.?! Para evitar la determinación del gradiente G requerido por la rutina de optimización”, 


ésta se invoca incluyendo el programa externo NDcost que determina la evaluación numérica. 


En el cuadro 6.3 se presenta una comparación entre los resultados del cálculo de los parámetros 
de la máquina de inducción realizados mediante el método de los ensayos de vacío y rotor 
bloqueado con las estimación paramétrica llevada a cabo mediante la minimización de la función 
de costos. Aun cuando los resultados de la estimación son más cercanos a los valores exactos, el 
cálculo a partir de los ensayos, además de ofrecer un punto de partida para el algoritmo, puede 
ser utilizado directamente en muchas aplicaciones de la ingeniería eléctrica. 


VI.11 CONDICIONES DE OPERACION 


La máquina de inducción es un convertidor electromecánico de energía que puede operar como 
motor, generador o freno. Estas tres condiciones o zonas de operación se corresponden con ran- 
gos diferentes del deslizamiento. En la operación como motor la máquina entrega par y potencia 
en el eje mecánico, consumiendo potencia en el eje eléctrico. En la condición de generador ocu- 
rre la situación inversa: se absorbe potencia y par del eje mecánico y se entrega potencia por 
el eje eléctrico. En la condición de frenado ambos ejes introducen potencia al convertidor, la 
cual es quemada en pérdidas. A continuación se presenta una descripción más detallada de estas 
zonas de operación de la máquina de inducción: 


1. Motor: para que la potencia y el par en el eje sean positivos es necesario que la potencia 


transferida a las resistencias Be y +R, sean positivas?>: 
1 l-—s 
=> 0s >0 > 0<s<1 (6.81) 
s s 


En la zona de motorización, la carga es accionada por la máquina y se consume potencia 
de la red. 


31 La rutina optim del entorno Scilab puede manejar restricciones de frontera. 


32 En este caso las no linealidades del modelo de impedancia de entrada de la máquina complican la evaluación 
analítica de la función gradiente. 
33 La potencia transferida a R determina el par eléctrico y la transferida a IR, define la potencia disponible en 


el eje mecánico. 
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Algoritmo 4 Estimación de los parámetros de la máquina de inducción 
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ME EEEEEEEEEEEEE EEEE EEE EEE EEE EEEE 24 21 2k 2 22K 2 22K 24 2k 2k 22k 2k 2k 2k fk ak 22k 2 OK 
// Estimación de los parámetros de una máquina de inducción 

// mediante la técnica de los mínimos cuadrados. 

K 3 2k ak ak ak ak ak 2k ak ak 2k ak ak 2K ak 2k ak ak ak ak 3k I IOI ICI ak 2k ak 21 ak ak 21 24 ak ak k 21 1 ak ak ak ak k ak 2k ak 2k ak ak kf 2k ak >k K 2k 2K 
// programa parámetros. 

// Para este ejemplo se utilizó el circuito equivalente para 

// determinar la impedancia de entrada para tres deslizamientos 
// diferentes: vacio(s=0), carga(s=0.03) y rotor bloqueado (s=1) 


// Los parámetros del circuito equivalente de esta máquina son: 


// Re = .02 p.u. Xe = .10 p.u. 
// Rm = 50. p.u. Xm = 3.0 p.u. 
// Xr = .15 p.u. Rr = .03 p.u. 


// 


// Los ensayos realizados dieron los siguientes resultados: 
// Zmedida(s=0) . 199350+3j3.0892 p.u. 


// Zmedida(s=0.03) = .833740+3.49141 p.u. 

// Zmedida(s=1) = .047603+]j .24296 p.u. 

// Re = .02 p.u. (Medida directa) 
// 


// Utilizando el método aproximado se consiguen los siguientes 
// valores de arranque. 


// Xeo = .12 p.u. Rmo = 48.0 p.u. 
// Xmo = 3.3 p.u. Xro =.12 p.u. 
// Rro = .0276 p.u. 

// 


// Estos valores se cargan en el vector de arranque x0: 
// 
x0=[.12 48 3.3 .12 .0276]’; 
// 
// Finalmente se llama a la rutina «optim» que calcula los valores 
// de los parámetros x que minimizan la función de costo. 
// 
[Psi,x,g] = optim(list (NDcost, costo) ,x0); 
// 
// En el vector x se han cargado los parámetros óptimos de la 
// estimación. La solución es: 


// 

Refin = 0.0 
Xefin = x(1) 
Rmfin = x(2) 
Xmfin = x(3) 
Rrfin = x(4) 
Xrfin = x(5) 
Psi 
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Algoritmo 5 Función de costos Y para ser evaluada por la rutina optim 


7 2B BRE OO GI I ICR I A EEEE 1 EEEE EEEE EEEE 22K 22K 24 2k 2K 22k 2 2k 2k Of 2k kK 
function Psi = costo(x) 
7 BRR OI ICR OI CI CRI A 21 A EE EEEE EEEE EEEE 22K 2 EK 2k 2k 2K 22K Ek 2k Of 2k OK 2 
// Evaluación de la función de costos por minimos cuadrados. 
// Psi = Sumatoria(errores relativos)”2 
// Deslizamientos correspondientes a los ensayos de vacio, 
// carga y rotor bloqueado. 
s = [1e-10 .03 1.]?; 


mw 
(0) 
| 


= 0.02; // Medicién directa de la resistencia estator 
Xe = x(1); // Reactancia de dispersión del estator 
Rm = x(2); // Resistencia de magnetización 
Xm = x(3); // Reactancia de magnetización 
Rr = x(4); // Resistencia del rotor referida al estator 
Xr = x(5); // Reactancia dispersión rotor referida al estator 
// 
// Vector de las impedancias de entrada medidas en los 
// ensayos. 
// 
i=%i;j=%i; 
Zmedida = [.1999350-3.0892x*i 
.833740- .49141*i 
.047603- .24296*i]?; 
// 
// Evaluación de las impedancias calculadas mediante la estimación 
// de los parámetros del modelo. 


// 
Ze = Re+jx*Xe; // Impedancia estator 
Zm = (Rm*j*Xm) /(Rm+j*Xm) ; // Impedancia magnetización 
Zth = Ze*Zm/(Ze+Zm)+j*Xr; // Impedancia de Thévenin 
Ve = 1.00; // Tensión del estator 
Vth = ZmxVe/(Zm+Ze) ; // Tensión de Thevenin 
Ir = Vth./(Zth+Rr./s); // Corriente del rotor referida 
Vm = Ir.*(Rr./st+j*Xr) ; // Tensión rama magnetizante 
Im = Vm./Zm; // Corriente de magnetización 
le = Im+lr; // Corriente del estator 
Zcalculada=Ve./Te; // Impedancia de entrada calculada 
ee 
// Calculo del error relativo entre las medidas y el modelo 
// 
err = (Zmedida-Zcalculada) ./Zmedida; 
// 
// Cálculo de la función de costo por mínimos cuadrados 
// 
Psi = abs(err’*err); 
// 
endfunction; 
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2. Generador: la operación como generador requiere que la máquina entregue potencia por 
el estator. La energía entra por el eje mecánico, atraviesa el entrehierro y llega al estator. 
En el circuito equivalente este fenómeno se obtiene cuando la resistencia de carga SR, es 
negativa. La potencia generada por esta resistencia proviene del accionamiento mecánico 
externo. En este caso: 

s<0 (6.82) 


Cuando el deslizamiento del rotor es negativo, la resistencia es negativa también. Un desli- 
zamiento negativo implica que la velocidad del rotor es mayor que la velocidad sincrónica. 
En estas condiciones el campo magnético rotatorio que se produce en el rotor adelanta al 
campo magnético rotatorio del estator, el par eléctrico se invierte de sentido y la potencia 
fluye desde el rotor hacia el estator. 


3. Freno: si la máquina gira en sentido contrario al del campo magnético rotatorio, el desli- 
zamiento es mayor que uno: 

s>l (6.83) 

les 


S 
transferida desde el estator al rotor que depende de R es positiva. En estas condiciones 


la máquina consume potencia tanto de la fuente como deleje mecánico, y se disipa como 
pérdidas en las resistencias pasivas del circuito equivalente. En este caso la máquina uti- 
liza potencia eléctrica de la fuente para oponerse al sentido del movimiento. Estos puntos 
de operación pueden utilizarse para frenar un motor, consumiendo para este fin la ener- 
gía cinética acumulada en la carga mecánica. Durante el funcionamiento como freno, la 
máquina disipa internamente mucha energía y esto ocasiona un calentamiento importante, 
por esta razón este tipo de operación tan sólo debe utilizarse durante cortos períodos de 
tiempo. Para que la máquina de inducción opere en la condición de freno, es necesario que 
se invierta el sentido de giro del campo magnético rotatorio con respecto a la velocidad del 
rotor. Esto se puede lograr invirtiendo la conexión de dos fases del estator, el sentido de 
giro del campo se invierte y la máquina entra en la condición de freno. El par eléctrico que 
produce la máquina tiene sentido contrario al movimiento del rotor y la carga mecánica 
disminuye su velocidad. Cuando el rotor se detiene, se desconecta la máquina de la red y 
culmina el proceso de frenado. 


Para esta condición la resistencia de carga es negativa —=R,. Por otra parte, la potencia 


En la figura 6.16 se han representado las zonas de operación correspondientes a la operación 
como generador, motor y freno respectivamente. 


vI.12 CARACTERÍSTICAS NORMALIZADAS 


El gráfico par-deslizamiento de la máquina de inducción es una función que puede ser nor- 
malizada con respecto al par máximo y al deslizamiento correspondiente al par máximo. Esta 
característica normalizada tiene gran utilidad cuando se necesita determinar el comportamiento 
de una máquina a la cual no se le conocen sus parámetros. Durante la etapa de diseño o especifi- 
cación de un accionamiento, este tipo de herramienta es de utilidad. La ecuación 6.39 determina 
el par eléctrico en función del deslizamiento; el par máximo se obtiene sustituyendo en esta 
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Figura 6.16 Zonas de operación como generador, motor y freno de la máquina de inducción 


expresión la condición 6.42 para par máximo: 


APD > 
T _ We STnak Vi EE 
€max R J 3 = 
n 
(Ri IR STmax ) + Xin 


3 |p wwe 
DNV Ein OW h 


2 
(Rat R) +X), 


3 172 
V. 
= M a m (6 s 84) 


2 (Rint y Ri, +X7,) 


Dividiendo la característica del par-deslizamiento 6.39 por el par maximo determinado en la 


expresión 6.84, se obtiene: 
T, 2 (Ra+y RA +HXG) R, 
sS 


Tmax (ATENAS 


S 


(6.85) 


Definiendo el factor de calidad Q°4 de la máquina de inducción como el cociente entre la impe- 
dancia y la resistencia de Thevenin: 
Xth 


=— 6.86 
Q Ro, (6.86) 


34 El factor de calidad es un parámetro utilizado frecuentemente en el diseño de filtros y está asociado con las 


pérdidas que tienen las inductancias y los condensadores. 
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Figura 6.17 Par eléctrico normalizado de la máquina de inducción 


Introduciendo la definición 6.86 y la condición del par máximo 6.42 en la expresión del par 
normalizado 6.85, se obtiene la siguiente relación: 


T, 1+4/1 4+0? (6.87) 
Tmax 1+3( S + 2a) FO 


s Tmax 


La expresión 6.87 determina el par eléctrico de una máquina de inducción dado el par eléctrico 
máximo Tmax, el deslizamiento correspondiente al par máximo S7„a» el factor de calidad de 
las bobinas Q y el deslizamiento correspondiente s. El factor de calidad de las bobinas Q es 
un valor característico de la máquina y varía en un rango estrecho, normalmente entre 3,0 y 
10 aproximadamente. El deslizamiento correspondiente al par máximo sz, tiene incidencia 
directa sobre el rendimiento del punto nominal; cuanto menor es este deslizamiento, mayor es 
el rendimiento. Sin embargo, una máquina con deslizamiento correspondiente al punto de par 
máximo muy reducido, también produce un par de arranque pequeño. En la figura 6.17 se ha 
representado la expresión 6.87 para varios valores típicos del factor de calidad O. 


En algunas ocasiones la expresión 6.87 se particulariza considerando como aproximación que el 
factor de calidad Q de la máquina tiende a infinito. Esto es una buena aproximación en máquinas 
grandes, donde la resistencia de Thévenin R;, es muy pequeña comparada con la reactancia de 
dispersión X;;,, que varía muy poco con el tamaño o potencia de la máquina, cuando se expresa 
en el sistema adimensional de unidades. La expresión que se obtiene cuando Q > oo es: 
AS (6.88) 


Traz S STmax 
STmax s 


35 Por unidad. 
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~ 


Figura 6.18 Corriente normalizada del rotor de la máquina de inducción 


Una expresión similar a la 6.87 se obtiene para la corriente del rotor cuando se normaliza por el 
valor de la corriente y del deslizamiento correspondiente al par máximo: 


2(1+ VIF) 


I, 
er \ deen, (6.89) 
m RP (a) ae 
Cuando el factor de calidad tiende a infinito O — ©, la expresión 6.89 tiende a: 
Í, J 
HAL Pina \2 (6.90) 
Trina 1 — (Tua) 


En la figura se muestra la corriente normalizada del rotor para varios valores típicos del factor 
de calidad Q. 


VI.13 DIAGRAMA DE CÍRCULO 


El circuito equivalente de la máquina de inducción es una herramienta eficaz y eficiente para 
la evaluación de su comportamiento en cualquier punto de operación. Hoy en día se dispone de 
calculadoras y computadores de gran capacidad, potentes y rápidos que facilitan la aplicación de 
este modelo en el análisis práctico y profesional de la máquina de inducción. Sin embargo, hace 
algunos años estas herramientas no existían o su costo no justificaba su aplicación en cálculos 
rutinarios. Por este motivo se desarrolló el método del diagrama de círculo, como herramienta de 
cálculo geométrico. Los lugares geométricos reducen el número de operaciones aritméticas con 
variables complejas y permiten visualizar en un solo gráfico gran cantidad de información sobre 
el comportamiento de la máquina de inducción en todo su rango operativo. En la actualidad 
se han eliminado completamente las dificultades de cálculo que existían en el pasado y podría 
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parecer innecesario el uso del diagrama de círculo. Sin embargo, la posibilidad de visualizar en el 
mismo gráfico todas las corrientes posibles, así como sus correspondientes deslizamientos, pares 
y potencias, ofrece a esta herramienta un respetable interés para incrementar la comprensión del 
modelo de la máquina y las relaciones causa-efecto existentes entre las diferentes variables. 


El diagrama de círculo permite el análisis cuantitativo del comportamiento de la máquina de 
inducción, interpretando racionalmente sus principales características y como éstas se ven afec- 
tadas por variaciones en los parámetros o en la fuente de alimentación. 


El diagrama de círculo de la máquina de inducción es el lugar geométrico del fasor corriente del 
estator Ie, utilizando como parámetro el deslizamiento s. En estricta teoría, el lugar geométrico 
de la corriente del estator no es un círculo exacto, aun cuando la diferencia con esta figura es muy 
reducida en la práctica. Por otra parte, el lugar geométrico de la corriente del rotor I, representa 
un círculo matemáticamente preciso*%, cuando se representa en el plano este fasor para todos los 
posibles deslizamientos de la máquina de inducción. 


A partir del equivalente de Thevenin desarrollado en la figura 6.9, se obtiene la corriente del 
rotor I, como: 


Ven Vin Vin Vin 
A: en O AE (6.91) 
Zn+® Rn+®+jXn  IZ(s)1Z0r(s) Xm (eke) (s) 


La expresión 6.91 se expresa en coordenadas cartesianas-de la siguiente forma: 


I, = Ine + ing = y [sen (0-6)Jos (9C8)) — jsen? (Br) (6.92) 


Multiplicando la corriente I, por su conjugada se obtiene: 


V, 
r =H, +1, = asen? (6, (5) (6.93) 


De la parte imaginaria de la expresión 6.92 se deduce: 


I -X 
sen? (@,(s)) = -2 (6.94) 
Ven 


Sustituyendo este resultado en la ecuación 6.93 y completando los cuadrados correspondientes, 


se obtiene: P a 
Ve Ven 
Pr iy = 6.95 
Tre T ( Im F qe) (32) ( ) 


La expresión 6.95 es la ecuación de un círculo centrado en el punto (o, — aft ) y cuyo radio vale 
1 


att , tal como se puede observar en la figura 6.19. En el origen de coordenadas de este diagrama, 


el deslizamiento de la máquina de inducción corresponde a la condición de vacío s = 0. Para este 


36 Considerando como válidas las hipótesis simplificadoras incluidas en el modelo del circuito equivalente de la 
máquina de inducción. 
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Figura 6.19 Lugar geométrico de la corriente del rotor 


deslizamiento el modelo de carga resistiva que representa la potencia transferida al eje tiende a 
infinito y la corriente que circula por el rotor es cero. 


El punto diametralmente opuesto al de vacío en la figura 6.19 corresponde a la máxima corriente 
del rotor, que se obtiene cuando la máquina opera en un deslizamiento para el cual la parte 
resistiva de la impedancia es cero. En esta condición la impedancia es igual a la reactancia de 


Thevenin X;): 
Ry. R, 
Zra) = Rin eS a a IXtn = IXtn > ST,max = Ra (6.96) 
t 


En el deslizamiento correspondiente al rotor bloqueado s = 1, la reactancia de Thèvenin es ma- 
yor que la suma de la resistencia de Thèvenin y la resistencia de la carga. En este deslizamiento, 
la corriente del rotor referida al estator es en magnitud muy parecida a la corriente máxima y su 
ángulo también es cercano pero inferior a 90. 


Para los deslizamientos positivos, el fasor corriente en la figura 6.19 debe estar en el cuarto 
cuadrante del diagrama. En este cuadrante las potencias activas y reactivas consumidas por la 
máquina son positivas. En el tercer cuadrante, la potencia reactiva es negativa, pero la potencia 
activa es positiva. Todos los puntos de operación del lugar geométrico de la corriente del rotor 
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Vin 


Generador 
S <0 


Figura 6.20 Representación de las potencias activas, reactivas y aparentes en el diagrama de 
círculo 


consumen potencia reactiva inductiva, debido a lanecesidad de alimentar desde el estator las 
fuerzas magnetomotrices de la máquina. 


La potencia activa o reactiva en el diagrama de círculo se puede determinar trazando un segmen- 
to paralelo al eje real o imaginario respectivamente. Estos segmentos nacen en el corte con los 
ejes coordenados ortogonales y finalizan en el punto de operación deseado. Estos segmentos son 
proporcionales a cada una de las potencias activa O reactiva, y la constante de proporcionalidad 
que permite el cálculo cuantitativo es el valor de la tensión de Thévenin. La potencia aparente, 
por otra parte, es proporcional al módulo de la corriente del rotor referido al estator. De acuerdo 
con los puntos A, B y C definidos en la figura 6.20, las potencias aparente, activa y reactiva para 
un punto cualquiera del círculo se obtienen de la siguiente forma: 


Sr = VV nly = V3V;n: ABOLAB (6.97) 
Pr = V3Vinl,cosQ, = V3V;n : BC œ BC (6.98) 
Or = V3Vjnl-send, = V3V;n- AC œ AC (6.99) 


Las expresiones 6.97, 6.98 y 6.99 permiten calcular la potencia activa Pr, reactiva Or O aparente 
Sr de cualquier punto de operación de la máquina de inducción, midiendo la longitud de los 
segmentos correspondientes AB, BC o AC. 


El segmento BC de la figura 6.20 es proporcional a la potencia que entra a la máquina para el 
deslizamiento del rotor bloqueado s = 1. En esta condición de operación, toda la potencia que 
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Eje de la P; 


E 


Figura 6.21 Balance de potencias en el diagrama de círculo 


atraviesa el entrehierro se disipa en la resistencia del rotor R, y en la resistencia de Thèvenin R;p,. 
En cualquier otro punto de operación, el segmento es proporcional a la suma de las potencias 
disipadas en la resistencia de Thevenin R;,, en la resistencia del rotor R, y en la resistencia 


equivalente de la carga 25. De este análisis se pueden obtener las siguientes expresiones: 


Pro = 3 R, (6.100) 
Pon = 30; Ry (6.101) 
Ls 
P, je = IPR, (6.102) 
De las expresiones 6.100, 6.101 y 6.102 se pueden deducir las siguientes relaciones: 
Pr, R, 
= ==> (6.103) 
Pen Rin 
Peje. R,1-s 
== (6.104) 
Phn Rin 8 
Peje l-s 
= 6.105 
Pr, S ( ) 


Las relaciones anteriores indican que las potencias se encuentran entre si en la misma propor- 
ción que las resistencias donde disipan. Estas pérdidas pueden ser representadas en el diagrama 
de círculo, para lo cual hay que determinar el punto correspondiente al deslizamiento infinito 
s = +æ. En este punto, toda la potencia se disipa en la resistencia de Thévenin. Con el rotor 
bloqueado s = 1, la potencia se reparte entre la resistencia del rotor y la resistencia de Thévenin 
en la proporción de estas resistencias, según se demuestra en la ecuación 6.103. 
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De la semejanza de los triángulos A OBC y A OEG en la figura 6.21 se establecen las siguientes 


proporciones: A 
BD OD OA _ sen(0,(s;)) 


EG OG OE senos =1)) (6.106) 
OA = OJ - sen(@,(Sx)) (6.107) 
OE = OJ - sen (Q,(s = 1)) (6.108) 


Sustituyendo las relaciones 6.107 y 6.108 en la proporción 6.106, reemplazando cada segmento 
que representa una corriente en el diagrama por su correspondiente valor y multiplicando el 
numerador y el denominador por la resistencia de Thévenin más la resistencia del rotor R;y +R;, 
se obtiene el siguiente resultado: 


=|) sp H 6.109 
EG Ao) P(s=1)-(RatR) Peal) (6.109) 


re (2) l 13 (sx): (Rin + Rr) Pih+R,(Sx) 

Mediante la expresión 6.109 se demuestra que la proporción entre los segmentos BD y EG del 
diagrama de círculo es igual a la relación entre las potencias de pérdidas en los conductores de 
la máquina en las dos condiciones de operación indicadas. En la condición del rotor bloqueado, 
toda la potencia se consume en pérdidas en la resistencia de Thevenin y en la resistencia del 
rotor. En cualquier otro deslizamiento, el segmento BD es proporcional a estas mismas pérdidas. 
De igual forma se demuestra que el segmento CD es proporcional a las pérdidas en la resistencia 
de Theévenin. La proporcionalidad de los diferentes segmentos del diagrama de círculo para un 
deslizamiento determinado es: 


AD ala potencia de entrada P, 

CD alas pérdidas en R;» 

BC adas pérdidas en R, 

BD alas pérdidas totales Ppror. 

AB ^a la potencia en el eje P, je 

AC ala potencia Px, y al par eléctrico To 


La recta que pasa por el origen de coordenadas y por el punto s = 1 se denomina eje de la poten- 
cia mecánica, debido a que cualquier segmento paralelo al eje real con un extremo en un punto 
de operación localizado sobre el círculo y su otro extremo sobre este eje, es proporcional a la 
potencia en el eje de la máquina. De igual forma, la recta que pasa por el origen de coordenadas 
y por el punto correspondiente al deslizamiento s = +% se denomina eje del par eléctrico. 


Para determinar el deslizamiento de un punto del diagrama de círculo es posible utilizar dife- 


rentes metodologías. La forma más simple puede ser despejar el deslizamiento de la expresión 


6.105: o o 
Pr, (Sx) BC BC 


NY o MMM 6.110 
PejelSx) +Pr,(sx) AB+BC AC i i 


Se= 


Este método tiene dos inconvenientes: por una parte la dificultad práctica para medir desliza- 
mientos cercanos a cero””, y por otra el procedimiento es poco gráfico debido a que requiere 


37 En este caso el segmento es muy pequeño y la precisión de la medida es reducida. 
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operaciones aritméticas para determinar el deslizamiento s, en cada punto de operación??. Un 
método práctico para resolver estos problemas consiste en trazar la recta del deslizamiento. Este 
método se fundamenta en trazar en el diagrama de círculo una recta paralela al eje del par o eje 
del deslizamiento infinito s = +æ. Esta recta se traza a una distancia arbitraria de este eje, pero 
con la condición de que el eje de la potencia mecánica s = 1 la corte en un punto dentro del 
área de trabajo. Esta construcción se muestra en la figura 6.22. La proporción entre el segmento 
AB y AJ determina el deslizamiento del punto de operación considerado. Si al segmento se le 
asigna un valor unitario, automáticamente indica el valor del deslizamiento. Para demostrar esta 
aseveración se utiliza la semejanza existente entre los triángulos A OCE y A OAB de la figura 


6.22. Estos triángulos son semejantes y por este motivo: 
CE OA 
= = os (6.111) 
EO AB 


Los triángulos A ODE y A OAJ también son semejantes y se puede establecer la siguiente 
proporción: 


DE OA 
DE a EA (6.112) 
EO JA 
Dividiendo la relación de segmentos 6.112 por la 6.111 se obtiene el siguiente resultado: 
DE AB Protsy 
BB" (6.113) 


CE 7 JA E iy gd + Pr, (Sx) 


La recta del deslizamiento se normaliza con respecto al segmento y posteriormente se calibra. 
Si se desea conocer el deslizamiento de un punto cualquiera del diagrama, es suficiente con 
trazar una recta que una el origen de coordenadas con el punto de interés sobre el circulo. La 
intersección de esta recta auxiliar sobre la recta del deslizamiento, previamente calibrada, indica 
directamente el valor del deslizamiento s, del punto de operación. 


Los pares y las potencias mecánicas se obtienen a partir del diagrama, trazando rectas paralelas 
al eje real que comienzan en el punto de operación y culminan en los ejes del par eléctrico 
s = +o 0 de la potencia mecánicas = 1. Para determinar el punto del diagrama de círculo donde 
se obtiene el par o la potencia mecánica máxima, es necesario encontrar las rectas tangentes al 
círculo y paralelas a los ejes de par o potencia respectivamente. En la figura 6.23 se presenta el 
procedimiento de cálculo gráfico para la determinación de estos puntos. 


El diagrama de círculo contiene toda la información referente a los modos de operación como 
motor, generador y freno. La idea fundamental que permite utilizar la información del diagrama 
de círculo en todo el rango de deslizamiento, consiste en que además de medir la longitud de los 
segmentos, se debe interpretar su signo. Si un segmento representa potencia eléctrica de entrada 
y está por debajo del eje imaginario, esta potencia es negativa y la máquina entrega potencia 
eléctrica a la red. Si al determinar un deslizamiento, el punto aparece a la izquierda del origen, 
es una indicación de que la máquina opera con deslizamiento negativo. En la figura 6.20 se han 
indicado las zonas de operación en el diagrama de círculo. 


38 Esto reduce las ventajas del diagrama de círculo como calculador geométrico. 
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Eje de la P, 


=j 
v 


Figura 6.22 Construcción de la recta del deslizamiento 


wre. zx | 


Eje real 


Recta del deslizamiento Ayo 


Figura 6.23 Determinación de los puntos de par máximo y potencia máxima con el diagrama 
de círculo 
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jento 


5 


Figura 6.24 Diagrama de círculo de la corriente del estator y su modelo equivalente 


El diagrama de círculo obtenido representa solamente el lugar geométrico de las corrientes del 
rotor. Esta corriente suministra una gran cantidad de información sobre la operación de la má- 
quina pero no es accesible para ser medida directamente. La máquina se alimenta por el estator, 
y esta corriente es la que el usuario puede medir. Para obtener el lugar geométrico de la corrien- 
te del estator I.(s) es preciso sumar a la corriente del rotor I,(s) la corriente de magnetización 
IL, (s). Este lugar geométrico es un círculo aproximado, debido a que aun cuando la corriente de 
magnetización depende del deslizamiento, es prácticamente constante para un rango muy am- 
plio de deslizamientos. De esta forma para la construcción del diagrama de círculo aproximado 
se puede utilizar un circuito equivalente en el cual la corriente del rotor se modela mediante 
el equivalente de Thévenin que se ha venido utilizando, pero que en paralelo con la tensión de 
Thévenin se añade la rama de magnetización. En la figura 6.24 se muestra este circuito y el 
diagrama de círculo que se obtiene cuando se suman la corriente de magnetización y la corriente 
del rotor. En esta figura el segmento FG representa las pérdidas en el hierro de la máquina. Es 
necesario recordar que los equivalentes de Thévenin no son conservativos en potencia porque 
ésta variable no es una característica lineal del circuito. Por esta razón la resistencia de Thévenin 
no incluye la información sobre las pérdidas en el hierro. Este circuito tiene un comportamiento 
similar al del modelo clásico en lo que respecta a las potencias. 


Cuando se coloca la rama de magnetización delante de la resistencia y reactancia de dispersión 
del estator se obtiene un circuito equivalente aproximado, semejante al circuito de Thévenin 
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Figura 6.25 Circuito de Thevenin aproximado de la máquina de inducción 


presentado en la figura 6.24. Este circuito se puede determinar de una forma más simple y los 
resultados obtenidos con él no difieren significativamente del modelo clásico de la máquina. El 
circuito aproximado simplifica el cálculo de la tensión e impedancia de Thevenin. En su lugar se 
utiliza directamente la tensión de alimentación, así como la resistencia y reactancia de dispersión 
de la máquina. En la figura 6.25 se ha representado el circuito de Thevenin aproximado de la 
máquina. 


En la figura 6.26 se presenta una comparación entre los lugares geométricos de la corriente del 
estator utilizando el circuito de Thévenin, el circuito de Thévenin aproximado y el modelo clási- 
co de la máquina de inducción. Se debe recordar que en el modelo clásico la corriente del estator 
no es un círculo exacto, pero se aproxima muy estrechamente para casi todos los deslizamientos. 
En esta figura se observa que para deslizamientos cercanos al punto nominal, la correspondencia 
entre los dos circuitos es prácticamente perfecta. Sin embargo, cuando los deslizamientos son 
grandes, los errores se acrecientan. Esto se debe a que a valores de deslizamiento grandes, la 
corriente resulta ser varias veces su valor nominal y produce caídas importantes en las reactan- 
cias de dispersión. Por esta razón, la tensión en la rama magnetizante es menor y la corriente de 
magnetización también es más pequeña. El circuito equivalente reducido por Thévenin conside- 
ra que la tensión V; alimenta a la rama de magnetización para todos los deslizamientos y por 
ello este modelo determina corrientes ligeramente mayores al compararse con el circuito clásico. 
La diferencia entre estos diagramas no excede en la práctica la mitad de la corriente de vacío de 
la máquina, debido a que la reactancias de dispersión del estator y rotor son aproximadamente 
iguales. Con estas corrientes circulando por las bobinas del estator y rotor de la máquina, la 
tensión en la rama de magnetización se deprime aproximadamente a la mitad y debido a esto la 
corriente de magnetización se reduce en la misma proporción. 


La construcción del diagrama de círculo completo de la máquina de inducción se puede obtener 
a partir del conocimiento de los parámetros del circuito equivalente o mediante ensayos sobre 
la máquina en diferentes condiciones de operación. Geométrica y analíticamente, un círculo 
está definido por la posición de su centro y la longitud de su radio. También se puede trazar un 
círculo a partir de tres puntos localizados sobre el círculo; en este caso es suficiente con trazar 
las bisectrices entre dos de estos puntos y la intersección de estas bisectrices es el centro del 
círculo. El radio se obtiene midiendo la distancia desde el centro del círculo a uno de los tres 
puntos iniciales. Otra posibilidad para trazar el diagrama consiste en conocer dos puntos del 
círculo y una recta que pase a través de su diámetro. 
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Figura 6.26 Comparación entre los diagramas de círculo utilizando el circuito Thèvenin, el cir- 
cuito de Thèvenin aproximado y el circuito equivalente completo 
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Para trazar el diagrama de círculo de la máquina de inducción a partir del circuito equivalente, 
se puede utilizar el siguiente procedimiento: 


2 .z V, 5 . 
1. Se traza un círculo de diámetro a y se escoge una escala de corriente que permita que el 
th 


circulo pueda ser representado en las dimensiones del papel disponible. 


2. Se calcula el factor de potencia de la corriente del rotor para la condición de rotor bloquea- 
do cos (0,(s = 1)) y se traza con este ángulo el eje de la potencia mecánica. Es conveniente 
medir este ángulo mediante relaciones triangulares y no con transportadores que producen 
errores de medida importantes. 


3. Dividiendo el segmento comprendido entre el punto del diagrama s = 1, paralelo al eje 
real y que finaliza en el eje imaginario, en la proporción existente entre la resistencia de 
Thevenin R;, y la resistencia del rotor R,, se traza el eje del par eléctrico uniendo este 
punto con el origen de coordenadas. 


4. Se traza la recta del deslizamiento paralela al eje del par eléctrico, de tal forma que inter- 
cepte al eje de la potencia mecánica dentro de la hoja de papel. Posteriormente se calibra 
esta recta dividiéndola en tantas partes iguales como sea necesario. 


5. Se suma al diagrama anterior la corriente de magnetización Im, determinando de esta 
forma el lugar geométrico de las corrientes del estator Ie. 


6. Una vez realizados todos los pasos anteriores, se pueden calcular el par eléctrico, la po- 
tencia de entrada, el rendimiento y la corriente para cada uno de los posibles puntos de 
operación de la máquina. La escala de potencia se obtiene multiplicando la escala de 
corriente por V3Ven: la escala de par se determina dividiendo la escala de potencia entre 
la velocidad sincrónica de la máquina. 


El otro método para trazar el diagrama de círculo, consiste en representar en el papel tres puntos 
conocidos del diagrama. Estos tres puntos pueden ser cualquiera de los infinitos puntos posi- 
bles. Es muy frecuente disponer del punto de la condición vacío”? s = 0, el punto de operación 
nominal”? s = s, y el punto de arranque o de rotor bloqueado*! s = 1. En la práctica, si uno de 
los puntos es el de la condición de operación en vacío, con sólo otro punto se puede trazar el 
círculo. Esto se debe al hecho de que el diámetro del círculo correspondiente al deslizamiento 
de la condición de vacío es paralelo al eje imaginario. Como se conoce este punto, con otro 
punto cualquiera se puede determinar el centro del círculo. En la figura 6.27 se presenta una 
construcción geométrica con estas características. 


VI.14 SUMARIO 


1. La máquina de inducción es robusta y constructivamente simple, requiere un manteni- 
miento mínimo, puede operar en ambientes peligrosos y su confiabilidad es elevada. Estas 
razones la han impuesto como el motor industrial más utilizado en la actualidad. 


39 Obtenido convencionalmente del ensayo de vacío. 

40 Es un dato de placa y puede ser determinado también mediante ensayos de laboratorio. 

41 Determinado mediante la prueba de rotor bloqueado o registrando las corrientes instantáneas durante el arranque 
de la máquina. 
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Figura 6.27 Construcción del diagrama de círculo a partir del punto de vacío y otro punto de 
Operación 


2. El modelo de la máquina de inducción trifásica en coordenadas primitivas requiere tres 
ecuaciones para modelar las bobinas del estator, tres para las del rotor y una ecuación para 
el eje mecánico. El sistema de ecuaciones obtenido depende de la posición instantánea 
del rotor 0 y en este contexto la solución matemática es un problema de difícil solución y 
comprensión. 


3. Los vectores espaciales son una transformación que permite representar en una forma 
compacta las ecuaciones de la máquina de inducción debido a que proviene de la trans- 
formación de componentes simétricas, la cual tiene la propiedad de diagonalizar matrices 
simétricas y cíclicas. En el dominio de los vectores espaciales, las seis ecuaciones de ten- 
sión que modelan las tensiones de las bobinas de la máquina de inducción en coordenadas 
primitivas se convierten en dos ecuaciones complejas. 


4. Al referir el sistema de referencia del rotor al estator, desaparece la dependencia de la 
posición angular @ de las ecuaciones de la máquina. En el nuevo sistema de coordenadas, 
donde todas las variables están referidas al estator, las ecuaciones diferenciales de la má- 
quina tienen coeficientes constantes si la velocidad mecánica se considera constante. Este 
modelo permite el análisis transitorio, armónico y en régimen permanente de la máquina 
de inducción. Los desequilibrios pueden ser tratados pero es necesario incluir modelos de 
secuencia negativa y cero en el análisis. 


5. La particularización a régimen permanente de las ecuaciones diferenciales expresadas 
en vectores espaciales, determina el modelo circuital denominado circuito equivalente 
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10. 


11. 


de la máquina de inducción. El circuito equivalente T puede analizar el comportamiento 
estático del convertidor si se conocen los seis parámetros que lo constituyen (Re, Ry, Rm, 
Xoe» Xor», Xm) la tensión aplicada V, y el deslizamiento de operación Sop. 


. Para determinar el deslizamiento de operación Sop es necesario resolver el equilibrio di- 


námico con el sistema mecánico. Este punto de equilibrio define el punto de operación. 
El punto de operación que alcanza los límites térmicos de la máquina se conoce como el 
punto nominal. El límite térmico es aquella temperatura de operación en régimen perma- 
nente que mantendría las propiedades físico-químicas*? de los materiales de la máquina 
dentro de parámetros de degradación adecuados para su buen funcionamiento, durante el 
tiempo de vida media definido por el fabricante. 


. El sistema adimensional de unidades es una herramienta útil en el análisis de las máqui- 


nas eléctricas, debido a que los parámetros del modelo en este sistema tienen pequeñas 
variaciones entre máquinas aun cuando éstas sean de muy diferentes valores nominales. 
Debido al rendimiento de la máquina de inducción es usual utilizar la potencia nominal 
en el eje del motor como potencia base del sistema adimensional de unidades. 


. Los ensayos de vacío y rotor bloqueado permiten realizar un cálculo aproximado de los 


parámetros del modelo de la máquina de inducción, haciendo simplificaciones semejantes 
a las que se utilizan en el tratamiento de los transformadores. Aun cuando estas conside- 
raciones son menos aproximadas en la máquina de inducción que en los transformadores 
por el entrehierro que produce mayor corriente de magnetización y mayores dispersiones, 
desde el punto de vista práctico ofrecen un método válido desde el punto de vista de la 
ingeniería para un gran espectro de aplicaciones. Sin embargo, cuando se requiere mayor 
precisión en los resultados y análisis es posible utilizar el método de la estimación paramé- 
trica para ajustar los parámetros. Los métodos de estimación paramétrica se fundamentan 
en la minimización de una función de costo ¥ establecida con los errores entre valores 
medidos y valores calculados mediante el modelo. 


. La máquina de inducción tiene su principal ámbito de aplicación como motor, sin embargo 


es posible utilizarla como generador o freno. La operación como generador se establece 
cuando la velocidad supera la velocidad sincrónica y el freno requiere que la velocidad 
mecánica se oponga a la velocidad del campo magnético. 


Cuando no se conocen los parámetros de la máquina es de utilidad emplear las carac- 
terísticas normalizadas de la máquina de inducción. El par y la corriente del rotor se 
normalizan dividiendo estas funciones por el par y la corriente respectiva a la condición 
de deslizamiento que produce el par máximo. Se obtienen diferentes características en 
función del factor de calidad O de las bobinas. Resulta de utilidad considerar los casos 
cuando el factor de calidad tiende a infinito, debido a que esta suposición determina una 
buena aproximación para las máquinas convencionales. 


El circuito equivalente de la máquina de inducción es un método práctico para el análisis 
cuantitativo de su comportamiento. El diagrama de círculo constituye una herramienta 
de indiscutible valor cualitativo que permite realizar interpretaciones causa-efecto con 


42 Rigidez dieléctrica de los materiales aislantes, corrosión, conductividad, desgaste mecánico de piezas, etc. 
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relativa sencillez. La posibilidad de presentar en un solo diagrama todo el comportamiento 
de la máquina permite una mayor comprensión de sus capacidades y limitaciones. 


vI.15 EJEMPLOS RESUELTOS 


Ejemplo 1: Cálculo de parámetros utilizando impedancias medidas 


En el listado 4 se presentaron tres impedancias de entrada de una máquina para tres diferentes 
deslizamientos: 


Zentrada(Soper) 
0,199350 + j3,08920 pu 


0,03 | 0,833740 + j0,49141 pu 
0,047603 + j0,24296 pu 


La resistencia del estator se midió directamente y el valor obtenido es 0,02 pu. Utilizando el 
método aproximado determine el valor de los parámetros Xoe, Xor, Xm, Rm y Ry: 


Solución: 


De acuerdo con las consideraciones del método aproximado el punto de vacío s = O determina 
la resistencia y reactancia de magnetización: 


1 1 1 
Y en (s 0)=3 A C ir = 0,0208 — j0,3224 pu 
AR AS ET 
Po T a TO 


Para el deslizamiento de rotor bloqueado s = 1, es posible determinar las reactancias y resisten- 
cias serie: 


Len (s = 1) ~ Re+ R, + j(Xoe + Xor) = 0,047603 + j0,24296 pu 


R, ~ 0,047603 — Re = 0,0276 pu 
Una alternativa para determinar la resistencia del rotor y las reactancias de dispersión consiste 


en utilizar el deslizamiento s = 0,03. En este caso es conveniente determinar la corriente del 
rotor I,-, restando a la corriente del estator Ie, la corriente de magnetización Im: 


1 1 
T= Te — In "550077 70m = 98694 — ¡0,2023 
Lent (s = 0,03) Lal s = 0) J pu 


Suponiendo que V;n ~ Vo, Rin © Re Y Xin © Xoe + Xor: 
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R, 1 
F +Re + j(Xoe+Xor) = 7 1,0912 + j0,2539 pu 


R, + 0,0321 pu ; Xy. = Xor ~ 0,1270 pu 


Las dos soluciones obtenidas son similares y las diferencias se deben a las aproximaciones 
empleadas en cada uno de los cálculos. Se podrían usar los valores calculados en una primera 
iteración para mejorar la evaluación. Un ejemplo sería utilizar en los nuevos cálculos la tensión 
de Thèvenin con los valores obtenidos en el paso previo. También es posible considerar el efecto 
de la reactancia de dispersión del estator en la medida de vacío. La estimación paramétrica es 
una alternativa más práctica. 


Ejemplo 2: Análisis de la máquina de inducción cuando sólo se conocen los datos de placa 


Una máquina de inducción de dos pares de polos, conexión Y, posee los siguientes datos de placa: 


Pneje Va COSỌn Nn Mn fi 
50kW 416V 0,8 0,85 1.746rpm 60Hz 


Todos los parámetros del circuito equivalente se encuentran dentro de los límites teóricos. Con 
esta información, determine: 

1. Parámetros del modelo de la máquina. 

2. Par máximo y el deslizamiento correspondiente al par máximo. 

3. Factor de potencia máximo y deslizamiento correspondiente a ese punto de operación. 


4. Los nuevos valores de placa si la máquina se alimenta con una tensión de 380V a 50 Hz. 
Solución: 


1. Parámetros del modelo de la máquina. 


Los datos de placa suministran información sobre el punto de operación nominal; para 
poder-obtener los seis parámetros que determinan el comportamiento de la máquina de 
inducción es necesario utilizar hipótesis adicionales. En este caso se puede asumir que la 
corriente de vacío es un tercio de la corriente nominal y que las pérdidas en el hierro son 
despreciables: 


Sn Pneje 


= = AL — 
V3Vn V3Vn Nn: COSQn 


= 10,24 => i, =3,4A 


Las bases del sistema adimensional de unidades son: 


SB = Pneje =3KkW ; Ve = Vap =416V ; 
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SB VE 
= 6,9393A ; Zp= E =34,61120 
V3Vp SB 


La reactancia de magnetización en por unidad es: 


Ip 


V, 
y 


i aa 
In ~ 0.48905 PP 


Como se desprecian las pérdidas en el hierro, la resistencia de magnetización es infinita, 
Rm — “o. La corriente del rotor en el punto de operación nominal puede calcularse como: 


I, = 1, — Im = 1,4699 — 36,87 — 0,4899/ — 90 = 1,2396 Z— 18,44 


R, 1 
—+Ret j(Xoe + Xor) © 7 = 0,7653 + j0,2552 
S r 


Xoe % Xor ~ 0,1276 pu 
R 


r Ry 
—+R, 7x +R, ~ 0,7653 pu => R, ~ 0,0223 pu 
Sn 0,03 


Una estimación más precisa se puede obtener recordando que en el punto nominal la ca- 
racterística par-deslizamiento es lineal y depende inversamente de la resistencia del rotor: 


Pis y2 
Th == Eee e Sn > 
On eR; 
2 204 1 9.03% 0.97 
Vez, Sn On 7,04-+-0,1276 , a ds 
— Oe a A u 
j WeP rn, jo 1x1 : p 


Es posible asumir que la resistencia del estator es similar a la del rotor Re ~ R, ~ 0,0257 pu. 


2. Par máximo y deslizamiento correspondiente al par máximo.* 
NA (0,9411) 


= = 1,7354 
YD 2x1x02552 °°" 


Tmax rs 


R, 0,0257 
SO — > > 2 522 = 0,10 
/ p2 2: a 
R2,+X2 0,02574 +0,255 
3. Factor de potencia máximo y deslizamiento correspondiente a ese punto de operación. 
Un planteamiento que permite resolver esta pregunta consiste en analizar la geometría del 


diagrama de círculo en el punto de factor de potencia máximo. En este punto, la corriente 
del estator I, debe ser tangente al círculo, tal como se muestra en la figura. De acuerdo 


43 Observe que en la ecuación del par máximo, expresada en por unidad, desaparece el coeficiente 3 al dividir por 
la base correspondiente. 
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Figura 6.28 Diagrama de círculo en el punto de operación con factor de potencia maximo 


con los datos del problema planteado, la corriente del estator es: 


Vin Y _ (1, Yay E gr Y ¡BN 
Pr th = =E n a A — E, h 
$ + (32) (; $ 2Xih 3 > 2X4 2X4 


1,4699 09411 y? 0,9411 Y? 
Te(@min) = E ——____ = | === = 0,7 
(Omin) ( 3 Fa eS (; x asi) dl 


2Lo- Xi - 2X07 x0.2332 
t min — = tz... = 0,3798 min — 0,9349 
an (, V; 0.9411 => coso 


Conocida la corriente del punto de factor de potencia máximo, el deslizamiento se calcula 
resolviendo la ecuación siguiente: 


1 | : 
I, = ¡A = In => drá ai Ómin = -á QUA de COS Ómin + stn = Te sin Onin) 


3 3 
2 1 . 2 Ven 
L = (Ie COs Omin) + Gh -Te SiN Onin) =] 0,6976 = —— — 
(Rin + Rr\2 +X2 
R; 0,0257 
5(Qmin) SS —— 5 A AA a = 0,0194 
2 > 2 2 
Mi x2 Ra V vee ~ 002552? 0,0257 


4. Los nuevos valores de placa si la máquina se alimenta con una tensión de 380V a 50 Hz. 
En las nuevas condiciones de operación, la corriente nominal se debe mantener aproxi- 


madamente constante, para producir pérdidas semejantes al punto nominal especificado 
en la placa. Las reactancias de la máquina cambian con la frecuencia, de tal forma que se 
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Tabla 6.4 Determinación del deslizamiento nominal para la nueva tensión y frecuencia 


obtiene: 
y y 
Ie = ———— = h = 1,4699 > |Zem(Sn)| = = 0,6215 
[Zen (sn) | [Zen (sn)| = 74699 = 

Zm-Z,(s) 

Len n) = Ze = Ma 

(sn) = Le + zo +Z,(s) 
2 50 

Ze = Re + j@eLoe = 0,0257 + j => a =g 01276 = 0,0257 + j0,1063 pu 
27 x 50 
Zm =j eLm =j 2 4 = 7 
qe 37 x 60 d Ja EN 
R.. 0,0257 
Z,(Sn) EOF + JO2gLor E + j0,1063 pu 
n Sn 


En la tabla 6.4 se presentan los valores del módulo de la impedancia de entrada en función 
del deslizamiento. El valor más cercano a 0,6215 pu es el correspondiente al deslizamiento 
0,043, el cual sería el deslizamiento nominal en las nuevas condiciones de operación. 


Una vez conocido el deslizamiento nominal, el resto de los valores nominales quedan 
determinados de la forma siguiente: 


Nn = (1 — sa), =(1= 0,043) x 1.800 = 1722,6rpm 


Zen (Sn) = 0,5029 + 70,3642 = 0,6209/35,92 => cos¢, = 0,8099 
380 


Polsn) = Jrg * 14699 x 0,8099 = 1,0874 pu 
hs) o Y ÄM 595 
(Rip + E e) +X}, 4/ (0,0257+ qn” + (2x 0,1063)? 
Pejelsn) =1 (sn) -Rr- — = 1,305? x 0,0257 x — = 0,9744 pu 
ds PejelSn) _ 0,9744 _ nao 


P.(sn)  1,0874 


En este cálculo no se han considerado las pérdidas mecánicas ni las pérdidas en el hierro 
y por esta razón el rendimiento aumenta con respecto a los valores nominales iniciales. 
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Ejemplo 3: Análisis de la maquina de inducción a partir de dos puntos de operación 


Un motor de inducción conexión estrella de 5kW,240V,60Hz,opera en el punto nominal a una 
velocidad de 1.653rpm, con un factor de potencia de 0,803 inductivo y un rendimiento del 
85,9 %. En el ensayo de vacío consume 4,542A y 110W. La resistencia del estator se ha medido 
directamente y su valor es 0,3456Q. Las pérdidas mecánicas pueden ser despreciadas. Determi- 


ne: 


. Los parámetros del circuito equivalente de esta máquina en por unidad de la base de 


potencia de salida. 


. Los valores medidos por los instrumentos durante un ensayo a rotor bloqueado. 
. El deslizamiento a par máximo, el par máximo, el par y la corriente de arranque. 


. El deslizamiento nominal como generador y el rendimiento en esta condición de opera- 


ción. 


Solución: 


1. Determinación de los parámetros de la máquina. 


258 


Del ensayo de vacío es posible determinar aproximadamente la resistencia y reactancia 
de magnetización Rmy Xm: 


2 2 
Rm = = > “A Á = 30,56 Q 


o (0) 


p 
La impedancia base es Zg = Ce 1,52Q y la corriente base es Ig = —2- =12,028 A. La 
SB v3Vg 


resistencia y reactancia de magnetización en por unidad de la potencia en el eje y de la 
tensión en bornes es: 


Rm = 0,06783 pu ; Xm = 2,6527 pu 


La resistencia del rotor se determina a partir del par nominal: 


P; P; 
Tn = 55 = 28,832Nm ; Te = 59 = 26,526Nm ; T, = 1,0869 pu 
20a 20a 
60 60 
En el punto nominal (s, = ee = 0,08) la relación entre el par y el deslizamiento 


es aproximadamente lineal y de ella se se puede determinar la resistencia del rotor: 


Vii Vin. _ (0,96)? 
>, n > R, x s, = 2 0,08 = 0,06783 
OR oT, "1,0869 j 


La resistencia del estator en por unidad de las bases seleccionadas es: Re =0,03pu. La 
determinación de la reactancia de dispersión puede determinarse con el equivalente de 
Thèvenin de la máquina y para esto se calcula la corriente por el rotor I, = Ie — I. La 
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<< 
I, I 


v, 45,46 1 42,65 1 0.0678 
S 
. i | 


Figura 6.29 Parámetros del circuito equivalente en por unidad 


corriente del estator en el punto nominal es: 


i, = r A 
V3240 - 0,859 - 0,803 


= 17,5 Z —36,582A = 1,4549  — 36,582 pu 


La corriente de magnetización se puede determinar del ensayo de vacío y es aproximada- 
mente I,,, = 4,542/ — 86,66 A. La corriente rotórica en el punto nominal es: 
I, = Ie, — In = 14,9952 — 23 WAS 1,2467 Z —23,15 pu 


Conocida la corriente por el rotor en el punto nominal, es posible determinar una aproxi- 
mación a la reactancia de Thèvenin mediante la expresión siguiente: 


R, V, 
Rip + z? ¡Xin = = = 0,708 + j 0,3028 = Xin = 0,3028 
n Fn 


La reactancia de Thèvenin es aproximadamente la suma de las dos reactancias de disper- 
sión. Asumiendo que la dispersión del rotor es aproximadamente igual a la del rotor se 
obtendría el siguiente resultado: 


X 
Xe xX, E T = 0,1514 pu 


Los resultados obtenidos se muestran en la figura 6.29. 


. Valores medidos en la prueba de rotor bloqueado. 


La prueba de rotor bloqueado se realiza a corriente nominal /, = 17,5A = 1,4549 pu. Cal- 
culando la impedancia equivalente en bornes de la máquina para un deslizamiento s = 1 
se obtiene: 


Lr* Lm 
Zauls =1) =Z. +=” =0,091 10,2 
as=1) Eo 0,091065 + j 0,293050 pu 


V= Zase 
Pr = V3V -plnCOSOrh = 962W 
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3. Deslizamiento y par maximo, corriente y par de arranque. 


El factor de calidad Q es cercano a 10; en este caso se puede aproximar la característi- 
ca del par con respecto al par máximo — correspondiente a Q — oo de la figura 6.17: 


Tmax 
R 
STmax T = 0,2321 
2 2 
Rin +X) 
Sn + STmax 0,08 0,2321 
Ti =T PE aio E > 2. = 1,7587 pu 
2 
Ts=1 = Tmax s = 1,7587 i DIT = 0,7747 pu 
STmax 1 0,2321 1 
V 1 
l5=1 = 3,2587 Z — 72,1 pu 


= ZmZr = 1 
Zk ZT, 0,091065 + j0,29305 


4. Punto nominal como generador. 


La condición nominal de generación se obtiene cuando con deslizamiento negativo s < 0, 
se alcanza el módulo de la corriente nominal del estator J, =1,4549pu. La corriente del 
estator se determina mediante la expresión: 


V 


Zm A) 
© t Zm+Zr (s) 


1A > 


A través de una tabla es posible identificar rápidamente el deslizamiento que corresponde 
con la corriente nominal de la máquina: 


El deslizamiento nominal de acuerdo con la tabla sería sg, =-0,103, que corresponde a 
una velocidad de 1.985 rpm. La corriente del estator para el deslizamiento nominal como 
generador es: 


I, = —1,13573 — j0,91489 pu 
La potencia de salida se determina mediante: 


-1,13573 _ 


s = 1,0" el: .=1,0-1,4 4. = Ly 
P; = 1,0- |Z| - cos 0- 1,458 1,45839 1,13573 pu 
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La potencia de entrada se determina a partir de la corriente del rotor: 


Vin 0,945 
a — ee pu 
I a 1,3587 
(Raty  V(—0,6313)? + (0,292)? 
l-s 1+0,103 
P, = |LR, = (1.3587? - Rea ae a 
I R- — = (1,3587)? -0,0678 an 3403 pu 
P,  —1,13573 
Gn = P. = “13403 3403 = 0,8474 
vI.16 EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. A una máquina de inducción se le realizaron los ensayos de vacío y rotor bloqueado cuyos 
resultados se muestran en la tabla: 


i 
3.200W7 1004 


La máquina se encuentra conectada en estrella y la resistencia por fase de las bobinas 
del estator es de 53mQ. Si la prueba de rotor bloqueado se realizó utilizando la máxima 
corriente posible en régimen permanente, determine: 


a) El rendimiento en el punto nominal. 
b) El par máximo. 

c) El par de arranque. 

d) El factor de potencia nominal. 

e) La velocidad nominal. 


f) El diagrama de círculo completo de la máquina. 


2. Una máquina de inducción posee los parámetros del circuito equivalente en por unidad de 
las bases de tensión y potencia nominal de la máquina que se presentan en la figura 6.30. 
La máquina posee dos polos y su tensión nominal línea-neutro es de 240V. La potencia 
mecánica nominal es de 10kW, con una velocidad de 3.500 rpm. La máquina se encuentra 
operando en un sistema de 208 V al neutro, entregando una potencia mecánica en el eje de 
9 kW, determine: 


a) Si la condición de operación de la máquina en cuestión permite el funcionamiento 
en régimen permanente. 


b) La característica par-velocidad. 


c) La curva de eficiencia con respecto a la potencia de salida. 
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i = 


| 


Figura 6.30 Parámetros del modelo de la máquina del problema 2 


d) El diagrama de círculo completo. 


3. Una máquina de inducción de rotor de jaula de ardilla, de 416V conexión en delta, 60 Hz 
y 5kW de potencia nominal, desarrolla en el punto nominal de operación una velocidad 
de 1.130rpm, con una eficiencia del 84,25 % y un factor de potencia de 73,14 %. A esta 
máquina se le ha realizado una prueba en vacío con tensión nominal, accionando el eje a 
la velocidad sincrónica y en esta condición consume 156 W y 3,52A,determine: 


a) El par de arranque que desarrolla esta máquina. 
b) La eficiencia y el deslizamiento en el punto de par máximo. 


c) El punto nominal de operación si la frecuencia se reduce a 50Hz, manteniendo el 
flujo constante en el entrehierro de la máquina. 


d) El valor de los parámetros del modelo de la máquina de inducción en la base de la 
potencia de salida de la máquina. 


4. De un motor de inducción se conocen los siguientes parámetros definidos en las bases de 
potencia en el eje y voltaje nominal de la máquina: 


Re =0,015pu R, =0,035pu Rm = 25 pu 
Xoe =0,2pu. Xor=0Q0,2pu Xm = 2,5 pu 


Determine: 


a) La corriente y el factor de potencia nominal de la máquina como motor y como 
generador. 


b) Los deslizamientos que corresponden al par y potencia máxima como motor y gene- 
rador. 


c) La tensión de alimentación para que con el deslizamiento s = 2, la máquina se frene 
con par máximo. 


5. Un motor de 12kW y 456V en delta, posee una eficiencia en el punto nominal de 85 %. 
Las pérdidas en el hierro son 5 % de la potencia mecánica nominal; el factor de potencia 


262 


VI.16 Ejercicios propuestos 


nominal de la máquina es 0,85 y la corriente de arranque es cinco veces la corriente nomi- 
nal. La velocidad nominal es 1.710rpm, determine: 


a) La corriente y el factor de potencia en vacío. 
b) El par de arranque y el par máximo como motor. 
c) El rendimiento para una velocidad de 1.600 rpm y 2.000 rpm. 


d) El rendimiento del punto nominal de operación, si la tensión y la frecuencia dismi- 
nuyen a 380V y 50Hz. 


e) El diagrama fasorial completo para una velocidad de -1.900 rpm. 


6. Una máquina de inducción de 416V y 60Hz en la conexión delta, consume 100A en el 
punto de operación nominal, con un factor de potencia de 0,85 inductivo. En estas con- 
diciones la máquina entrega 50,8kW en el eje mecánico, a una velocidad de 1.710rpm. 
La máquina consume un 2 % de pérdidas en la base de la potencia aparente de entrada, 
cuando el rotor gira a la velocidad de 1.800 rpm. La corriente de arranque es igual a seis 
veces la corriente nominal y la resistencia del estator. consume una potencia del 1 % en la 
base de la potencia aparente de entrada. Determine: 


a) Los parámetros del circuito equivalente. 


b) El deslizamiento correspondiente de la máquina de inducción cuando se carga con 
34 del par nominal. 


c) El par máximo y el deslizamiento de la máquina que corresponde al punto nominal 
si la misma se conecta en estrella. 


d) Los nuevos datos de placa si esta máquina ha de ser utilizada en un sistema de 50 Hz. 


7. Una máquina de inducción de 60 Hz conectada en delta, posee los siguientes datos de pla- 
ca: 


Pn =100KkW V,=416V In =170A cos, =0,85 ny, =1.750rpm 


Girando a la velocidad de 1.799 rpm, la máquina consume 44A y 850W. La resisten- 
cia de cada una de las bobinas del estator a temperatura ambiente es de 42m0. Determine: 


a) Los parámetros del modelo del convertidor en la base de la potencia nominal. 


b) La corriente de arranque, el par de arranque, el par máximo y su deslizamiento 
correspondiente. 


c) El rendimiento, factor de potencia y deslizamiento cuando la máquina se encuentra 
en el punto nominal como generador. 
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d) El diagrama de círculo completo si la máquina se conecta en estrella en el mismo 
sistema de tensiones. 


8. A una máquina de inducción trifásica de 60 Hz, conexión delta, dos pares de polos y de 
rotor bobinado, se le han realizado en el laboratorio de máquinas eléctricas los siguientes 
ensayos: 


Ensayo [Wines [Tet | Paea | 


Las pérdidas óhmicas del estator y rotor son similares. Las ranuras del estator y del rotor 
son idénticas. Determine: 


a) Parámetros del circuito equivalente en la base de la potencia nominal en el eje. 
b) Deslizamiento, factor de potencia y rendimiento nominal de la máquina. 
c) Rendimiento y factor de potencia en el punto nominal como generador. 


d) Diagrama de círculo completo incluyendo la calibración de la recta del deslizamiento. 
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CAPITULO VII 


Operación de la máquina de inducción 


En el capítulo VI se obtuvieron varias herramientas que permiten la modelación de la máquina 
de inducción: el circuito equivalente, las características paramétricas y el diagrama de círculo. 
La operación de la máquina de inducción en diversos regímenes de operación equilibrados, 
desequilibrados, armónicos y transitorios requiere un análisis detallado. 


El rotor de las máquinas de inducción ha venido cambiando notablemente desde su diseño ori- 
ginal, para adaptarse a necesidades operativas más exigentes: alto rendimiento e intenso par de 
arranque. Las corrientes de arranque deben ser limitadas mediante el uso de arrancadores para 
reducir el impacto de este proceso en la red e incrementar la vida útil del convertidor. 


El accionamiento de la máquina de inducción con controladores de potencia y en redes eléctri- 
ca contaminadas armónicamente hace necesario considerar en los modelos el impacto de estas 
armónicas. Las distribuciones de los devanados producen armónicas espaciales en el campo 
magnético rotatorio que tienen afectos sobre su comportamiento. Es necesario conocer la opera- 
ción desequilibrada porque reduce el par útil e incrementa las corrientes, condiciones que ponen 
en riesgo la máquina. 


La operación transitoria del convertidor es especialmente importante en la medida que los con- 
troladores electrónicos de potencia proporcionan la capacidad de operar estos equipos a velo- 
cidad variable y existen diversas estrategias como el control vectorial, el control por campo 
orientado y el control directo de par que hacen uso intenso de la dinámica de esta máquina. 


vII.1 ARRANQUE DE MOTORES DE INDUCCIÓN 


Cuando se utiliza una máquina de inducción para arrancar y accionar una carga mecánica a una 
velocidad determinada, es posible que sucedan tres situaciones diferentes: 
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| R,=0,03 pu 


A A A A 


ca 


no puede; 
arrancar 


0.6 09 


Figura 7.1 Condiciones de arranque para dos máquinas de inducción con diferente resistencia 


en el rotor 


1. El par eléctrico de arranque que suministra la máquina puede ser inferior al par mecánico 


que requiere la carga en reposo para comenzar a moverse. En esta situación la máquina no 
puede acelerar, el rotor está detenido o bloqueado. La corriente es varias veces la corriente 
nominal y si no se pone remedio a esta situación, la máquina corre un serio riesgo de 
dañarse por calentamiento excesivo. 


. El par eléctrico es exactamente igual al par de la carga. Esta situación tiene los mismos 
problemas que el primer caso. Si los pares eléctrico y mecánico están equilibrados, no es 
posible acelerar la máquina. 


. El par eléctrico de arranque es mayor que el par mecánico de la carga. En estas condicio- 
nes, existe un par acelerante que permite incrementar la velocidad del rotor, hasta un punto 
de la característica par eléctrico deslizamiento donde se equilibran los pares de la máquina 
y de la carga. Si la velocidad alcanzada en este punto es cercana a la velocidad sincrónica, 
la corriente disminuye a un nivel que permite la operación en régimen permanente. Cuan- 
do la máquina opera en este punto, un pequeño incremento de la carga mecánica reduce 
la velocidad e incrementa el par eléctrico de accionamiento, obteniéndose un nuevo punto 
de operación. 


En la figura 7.1 se observa que una máquina de inducción produce más par de arranque en 
la medida que la resistencia del rotor aumenta. Una máquina con alta resistencia en el rotor 
tiene deslizamientos de operación más grandes. Las pérdidas en el rotor aumentan durante la 
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Figura 7.2 Rotor devanado con anillos deslizantes y escobillas 


operación en régimen permanente cuando se utilizan resistencias grandes en estas bobinas, y 
esto repercute desfavorablemente en el rendimiento de la máquina. 


Es deseable que una máquina eléctrica produzca un par de arranque elevado y un rendimiento 
lo más cercano posible a la unidad. Estas dos características de la máquina se contraponen 
con respecto a la variación de la resistencia del rotor. Por esta razón en algunas máquinas de 
inducción se añade anillos deslizantes en el eje del rotor, cada uno de ellos se conecta a un 
extremo de las fases del rotor. Estos anillos, permiten conectar elementos en el exterior de la 
máquina con las bobinas del rotor, mediante contactos deslizantes! . Al tener acceso a las bobinas 
del rotor, es posible incluir resistencia adicional con la finalidad de incrementar el par eléctrico 
de la máquina durante el arranque. Cuando la máquina está operando en régimen permanente es 
posible eliminar o cortocircuitar la resistencia adicional para incrementar el rendimiento. 


El rotor bobinado con acceso mediante anillos deslizantes es capaz de regular el par de arran- 
que, disminuir las corrientes durante el proceso de aceleración y aumentar el rendimiento en el 
punto de operación, cuando se elimina la resistencia externa. Los principal inconveniente de esta 
solución residen en los incrementos en los costos de la máquina y en las pérdidas mecánicas por 
fricción con las escobillas. 


VII.2 EL ROTOR DE JAULA DE ARDILLA 


La aplicación industrial de máquinas de inducción con rotor devanado no es muy frecuente, 
debido a que es posible una solución mucho más económica y práctica. El campo producido 
por las bobinas del estator genera fuerza electromotriz sobre cualquier conductor localizado 
en el rotor. En lugar de construir un bobinado similar al del estator, se pueden colocar barras 


1 Carbones o escobillas. 
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Figura 7.3 Corte de una máquina de inducción con rotor de jaula de ardilla. Cortesía de ABB 


conductoras en la periferia del rotor. Sobre estas barras, paralelas al eje de la máquina, se inducen 
fuerzas electromotrices por el campo magnético rotatorio originado en el estator. Si estas barras 
están cortocircuitadas en sus extremos mediante dos anillos conductores, circula corriente por 
ellas y se obtiene un campo magnético rotatorio en el rotor. La interacción entre los dos campos 
magnéticos rotatorios produce el par eléctrico. 


El rotor de jaula de ardilla es muy simple desde el punto de vista constructivo, además es capaz 
de soportar esfuerzos eléctricos y mecánicos mucho mayores que el rotor devanado. En este rotor 
no es posible incluir resistencia adicional en serie con los conductores. Sin embargo, durante la 
construcción del rotor se puede variar el valor de la resistencia controlando el espesor de los 
anillos que cortocircuitan las barras. 


El rotor de jaula de ardilla se puede diseñar utilizando barras profundas o doble jaula, una externa 
muy resistiva y otra profunda con menor resistencia. Estas modificaciones permiten utilizar el 
efecto pelicular para producir una variación de la resistencia equivalente del rotor durante el 
arranque. Con el rotor en reposo, el deslizamiento es grande y la frecuencia de las corrientes 
que circulan por él es proporcional al deslizamiento. Si las barras son profundas o el rotor es de 
doble jaula, la corriente de alta frecuencia fluye por la periferia de la barra o por la jaula más 
externa y resistiva, incrementando sustancialmente la resistencia equivalente del rotor en esta 
condición. Cuando la máquina está operando cerca del punto nominal, los deslizamientos son 
cercanos a cero y la frecuencia de las corrientes que circulan por el rotor también es reducida. 
En este caso las corrientes se distribuyen uniformemente por las barras y consecuentemente la 
resistencia equivalente disminuye. De esta forma es posible construir máquinas económicas y 
robustas, de alta eficiencia y pares de arranque elevados. Estas razones justifican por sí solas, la 
difusión industrial alcanzada por este tipo de accionamiento. 


La máquina de inducción de doble jaula se puede modelar mediante un circuito equivalente 
que considere los enlaces de flujo mutuos entre el estator y las barras del rotor, así como los 
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(a) Rotor de doble jaula (p=2) (b) Rotor de barra profunda (p=3) 


Figura 7.4 Cortes transversales de rotores con jaula de ardilla 


R, IX. IX IX) 


entrehierro 


Figura 7.5 Circuito equivalente de la máquina de inducción con rotor de doble jaula 


enlaces de dispersión de cada una de las jaulas. Cada uno de estos enlaces se representan en 
el circuito equivalente por una reactancia. Las resistencias de cada una de las jaulas se modela 
independientemente. En la figura 7.5 se muestra el circuito equivalente y los flujos en las barras. 


En los motores de doble jaula, el par eléctrico se calcula superponiendo los pares producidos 
por cada una de las jaulas: 


R, 
+B 2l (1.1) 


En los rotores de jaula de ardilla con barras profundas el fenómeno es similar. Durante el arran- 
que, el efecto pelicular reparte las corrientes no uniformemente en el interior de las barras del 
rotor. Las corrientes circulan principalmente por la periferia de la barra con la finalidad de re- 
ducir la trayectoria de los enlaces de flujo?. Cuando la máquina alcanza el punto de operación 
permanente, el deslizamiento es muy pequeño, y las corrientes se distribuyen uniformemente en 


2 Esta sería la condición de menor energía. 
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Figura 7.6 Característica de par eléctrico-deslizamiento para un rotor de doble jaula 


estator 


rotor 


IX; 


JX, 


IX 


entrehierro 


Figura 7.7 Circuito equivalente para un rotor de jaula de ardilla con barras profundas 
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las barras, con lo cual disminuye su resistencia. El modelo del rotor de doble jaula puede ser 
empleado en el análisis de este tipo de máquinas con suficiente precisión. El modelo de la má- 
quina de inducción con rotor de barra profunda se puede mejorar sustancialmente, incluyendo 
varias ramas adicionales en el circuito rotórico tal como se muestra en la figura 7.7. 


La identificación de los parámetros de las máquinas de inducción con rotor de doble jaula o rotor 
de barras profundas es semejante al método utilizado para la determinación de parámetros en la 
máquina de inducción convencional. Existen mayores complicaciones debido al mayor número 
de ramas y elementos que es necesario identificar. Los ensayos sobre la máquina se realizan con 
los lineamientos discutidos en la sección VI.10. Los parámetros del rotor se pueden identificar 
realizando ensayos de cortocircuito a diferentes frecuencias. Los ensayos de operación en carga 
también resultan convenientes para la estimación de los parámetros. El algoritmo propuesto en 
la figura 6.15, es capaz de realizar la estimación paramétrica de estas dos modificaciones de la 
máquina de inducción. 


VII.3 CORRIENTE DE ARRANQUE 


Un problema importante en la operación de la máquina de inducción es la elevada corriente 
que ésta absorbe durante el proceso de arranque. La corriente de arranque de una máquina de 
inducción se encuentra entre tres y seis veces la corriente nominal de la máquina, y en algunas 
ocasiones aún más. La caída de tensión en los conductores de alimentación y en el sistema puede 
sobrepasar el máximo permitido. La tensión de alimentación de la máquina no debe estar nunca 
por debajo del cinco por ciento de su valor nominal?. 


Existen cargas mecánicas que a baja velocidad no ofrecen par resistente importante y este crece 
paulatinamente con la velocidad. En este caso es posible utilizar sistemas de arranque de la 
máquina de inducción a tensión reducida que contribuyen a disminuir la magnitud de la corriente 
en la máquina durante el proceso de aceleración. Un arranque a tensión reducida, incrementa el 
tiempo de aceleración de la máquina y su carga mecánica, pero las corrientes disminuyen en la 
misma proporción que la tensión aplicada. 


Algunas máquinas de inducción que se utilizan en sistemas relativamente débiles, como puede 
ser el caso de los ascensores y elevadores residenciales, se diseñan con reactancias de dispersión 
muy grandes”, para reducir la corriente durante el proceso de arranque a dos o tres veces la 
corriente nominal, disminuyendo de esta forma el impacto de los frecuentes arranques en el 
perfil de tensión de la red eléctrica. 


Para reducir la corriente durante el proceso de aceleración de la carga mecánica se han utili- 
zado varios sistemas. Estos arrancadores difieren unos de otros en el método de reducción de 
tensión. Algunos utilizan el cambio de conexiones de las bobinas de la máquina, otros utilizan 
transformadores o autotransformadores y los más modernos se diseñan mediante convertidores 
electrónicos de potencia. Los arrancadores son costosos para ser aplicados a máquinas pequeñas, 


y el impacto de la corriente de arranque en estas máquinas no es importante ni para la máquina, 
3 Hay que recordar que el par eléctrico se reduce con el cuadrado de la tensión de alimentación y la máquina puede 
ser incapaz de acelerar la carga mecánica en condiciones de tensión reducida. 

Esto es posible cerrando lo más posible la cabeza del diente donde se colocan los conductores o las barras del 
rotor de jaula de ardilla. 


273 


Capitulo VII Operación de la máquina de inducción 


ni para la red. Es necesario recordar que una máquina pequeña tiene una relación superficie- 
volumen muy grande y esto le permite disipar bien sus pérdidas. A continuación se detallan 
algunos ejemplos de los arrancadores más utilizados en la industria: 


1. El arrancador estrella-delta: 
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El método más simple para reducir la tensión de una máquina consiste en conectarla ini- 
cialmente en estrella y cuando el deslizamiento es pequeño se cambia la conexión del 
motor a delta. La tensión final sobre cada bobina de la máquina debe ser su propia ten- 
sión nominal. Este método de arranque reduce la tensión en V3 veces la tensión nominal 
de la máquina y la corriente se reduce en esta misma proporción. Los pares eléctricos se 
reducen a un tercio del par a tensión nominal. Este procedimiento es uno de los más eco- 
nómicos, pero es necesario disponer de un sistema adecuado de tensiones que permita la 
conexión delta de la máquina durante el régimen permanente. El cambio de conexión se 
realiza cuando la máquina alcanza un deslizamiento cercano al de operación en la cone- 
xión estrella. La orden de cambio puede ser dada por un temporizador si se conoce la 
inercia de la carga o el tiempo de aceleración con tensión reducida. Si el cambio de cone- 
xión se realiza antes de que las corrientes disminuyan, el arrancador pierde efectividad. El 
tiempo total de arranque con este dispositivo es aproximadamente tres veces mayor que 
el arranque en directo de la máquina, esto es importante en el momento de especificar las 
protecciones del motor. 


En la figura 7.8 (a) se presenta el gráfico del par y la corriente en la máquina durante el 
proceso de arranque estrella-delta. Con estos arrancadores es posible lograr que la corrien- 
te máxima no exceda el valor 3,0 pu, mientras que en un arranque directo, esta corriente 
podría alcanzar 5,0 pu. En la figura 7.8 (b) se muestra el diagrama de un arrancador indus- 
trial estrella-delta. Se utilizan tres contactores y un temporizador que los activa. Además 
deben incluirse protecciones térmicas para desconectar la máquina en caso de sobrecarga. 


. El arrancador por autotransformador: 


El arrancador estrella-delta es muy económico, pero permite una sola posibilidad en la 
reducción de la tensión. Utilizando transformadores o autotransformadores, es posible 
utilizar una reducción arbitraria de la tensión. También es posible arrancar la máquina en 
varios pasos utilizando diferentes derivaciones del transformador. Este esquema de arran- 
que es más costoso. 


. Arranque por conexión de bobinas serie-paralelo: 


En algunas máquinas, cada una de las bobinas del estator se dividen en dos partes, con 
la intención de utilizar diferentes tensiones de alimentación, por ejemplo 208 V 6 416V. 
Si las bobinas de cada fase se conectan en serie, la máquina se puede conectar a un siste- 
ma de 416V. Si por el contrario las dos bobinas de cada fase se conectan en paralelo, el 


VII.3 Corriente de arranque 


(a) Caracteristicas del par eléctrico y la corriente del arrancador 


Fusibles 


Nn 


(b) Diagrama esquemático del arrancador 


Figura 7.8 Arrancador estrella-delta 
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Figura 7.9 Arrancador suave por retardo de fase mediante tiristores 


sistema de alimentación debe ser de 208 V. Existen esquemas similares al de la figura 7.8 
para arrancar el motor de inducción en un sistema de 208 V con las bobinas de cada fase 
conectadas en serie, y posteriormente reconectar estas bobinas en paralelo para alcanzar 
el punto de operación de régimen permanente. Este esquema tiene un comportamiento 
similar al del arrancador estrella-delta, con la salvedad de que las corrientes se reducen a 
la mitad y el par eléctrico a la cuarta parte durante la aceleración. 


4. Arrancadores suaves: 


Mediante convertidores electrónicos de potencia, se puede realizar un arranque suave de 
la máquina, incrementando la tensión en forma continua a medida que la carga mecánica 
acelera. Este tipo de arrancador puede limitar la corriente de arranque y reducir considera- 
blemente los esfuerzos mecánicos ocasionados por los arranques bruscos. Los principales 
problemas de estos arrancadores son el costo y la inyección de corrientes armónicas a la 
red. En la figura 7.9 se detalla un diagrama de un arrancador suave por tiristores. 


VII.4 REGIMEN DESEQUILIBRADO DE LAS MAQUINAS DE INDUCCION 


Si una maquina de inducción se encuentra girando en régimen permanente a la velocidad @,, en 
la misma dirección del campo magnético rotatorio, y en ese preciso instante se invierte la cone- 
xión de dos fases del estator, el campo rotante invierte el sentido de rotación y el deslizamiento 
de la máquina cambia bruscamente. La velocidad de la máquina durante este proceso prácti- 
camente instantáneo no varía apreciablemente debido a la inercia del sistema electromecánico. 
Posteriormente el rotor de la máquina se frena, hasta detenerse y se acelera nuevamente en la 
dirección del nuevo campo rotante, hasta alcanzar una nueva condición de equilibrio. 
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Figura 7.10 Par eléctrico antes y después de la inversión de fases 


El deslizamiento de la máquina en el instante previo a la inversión de las fases es: 
s= -—1-E (1.2) 


Cuando se invierte el sentido de rotación del campo magnético rotatorio, pero aún no ha variado 
la velocidad, el deslizamiento es: 


— M; — 0, (09) 
s= a wee (7.3) 
Ye We 


Sumando las relaciones 7.2 y 7.3 se obtiene: 
Sp +s. =2 (7.4) 


El circuito equivalente de la maquina no cambia al invertir el campo magnético rotatorio, lo 
único que varía es el deslizamiento de la máquina en ese instante. La expresión 7.4 determina el 
deslizamiento después de la inversión de las fases, a partir del deslizamiento previo: 


$9 = 21 (7.5) 


El par acelerante se calcula, según se observa en la figura 7.10, por la diferencia entre el par 
eléctrico y el par mecánico. El par eléctrico en la nueva condición invierte su sentido por el 
intercambio de las fases, el par neto acelerante es negativo y la máquina se frena perdiendo 
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velocidad: 
do, 


dt 
El proceso descrito anteriormente se puede representar mediante el circuito equivalente que 
se muestra en la figura 7.11(b). Este circuito equivalente es idéntico al circuito equivalente 
analizado en el capitulo 6, excepto por el deslizamiento. 


la = ey ee <0 (7.6) 


Si las tensiones de alimentación de una máquina de inducción no son balanceadas, las corrientes 
que fluyen por las bobinas tampoco lo serán. Cuando el sistema de corrientes que circula por 
las bobinas no es equilibrado, el campo magnético en el interior de la máquina no es rotatorio. 
Si se mantienen las condiciones de linealidad en el modelo de la máquina, es posible sustituir 
el sistema de tensiones trifásicas desequilibradas por tres sistemas equilibrados de secuencia 
positiva, negativa y cero, haciendo uso de la transformación de componentes simétricas. Cada 
una de estas componentes se analiza independientemente y posteriormente se superponen las 
tres componentes para determinar la solución final. 


Para descomponer un sistema trifásico en componentes simétricas se utiliza la siguiente trans- 
formación conservativa en potencia: 


Vo i 1 E l V, Epa O Ve 
V | == | 1 af e Y l==lPa 0 Vy (7.7) 
V v3 i el? ae Ve V3 | pee? a Ve 


La transformación inversa de componentes simétricas a magnitudes de fase es: 


Va Ol 2 l Vo BE Y Vo 
V, | =] 1 et eiF v, |=—=|1 %. a V} (1.8) 
Ve v3 1 eiF eiF Vv la 2 v_ 


El modelo de secuencia positiva de la máquina de inducción se desarrolló en el capítulo VI’. El 
circuito equivalente de secuencia negativa difiere del modelo de secuencia positiva tan sólo en el 
deslizamiento. Cuando una máquina de inducción es alimentada mediante un sistema trifásico 
equilibrado de secuencia negativa, el campo magnético rotatorio gira en sentido contrario a las 
agujas del reloj, la velocidad del campo en estas condiciones es — We. 


Si se alimenta la máquina de inducción con un sistema de corrientes homopolares®, los flujos 
producidos por tres corrientes iguales se neutralizan dentro de la máquina, debido a que las 
bobinas tienen sus ejes magnéticos desfasados 120 unas de otras. El campo en el entrehierro es 
nulo y por esta razón la máquina no está magnetizada. El único flujo que producen las corrientes 
de secuencia cero es el de dispersión de las bobinas. El modelo de secuencia cero también debe 
incluir la resistencia del circuito estatórico. 


Conocidas las tensiones de secuencia positiva, negativa y cero que se han aplicado a la máquina, 
se calcula el par eléctrico de secuencia positiva y de secuencia negativa. La secuencia cero 
no contribuye al par eléctrico, debido a que no produce campo magnético en el entrehierro. La 
superposición de los pares de secuencia positiva y negativa, que están en oposición, determina el 


> Queda representado por el circuito equivalente. 
6 Esta palabra significa con la misma polaridad. Esto se refiere a la componente de secuencia cero. 


278 


VII.4 Régimen desequilibrado de las máquinas de inducción 


R, R, 
e 
— “AA 
I,+ I,+ 
V,+ ONA 
S 
O | 
R. IX oe IX, R, 
eo 
—> “——— 
Ie- I,- 
V- R X sol 
e m JAG, jae 


(b) Modelo de secuencia negativa 


R IX. 


e 


(c) Modelo de secuencia cero 


Figura 7.11 Modelos de secuencia de la máquina de inducción 
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i,+i,=0 


Motor 34 


270 4n 


Y, -V =V (e ? -e ° )=-jV3V 


Figura 7.12 Apertura del fusible de la fase a de una máquina de inducción sin conexión de 
neutro 


par resultante en el eje de la máquina. El par eléctrico disminuye cuando existen desequilibrios 
en la fuente de alimentación. La red de secuencia cero no produce par, pero incrementa las 
corrientes, las pérdidas y el calentamiento, reduciendo el rendimiento-de la máquina. Por esta 
razón es poco frecuente conectar el neutro de la máquina de inducción a la red. 


Las componentes simétricas son una herramienta eficaz para el análisis dedos desequilibrios 
más frecuentes a que puede estar sometida la máquina de inducción”. Para resolver los desequi- 
librios es necesario definir las condiciones de contorno del problema en el dominio de las fases 
y transformar estas relaciones al dominio de la secuencia. Las condiciones de contorno transfor- 
madas y los modelos de secuencia de la máquina de inducción, permiten establecer el sistema 
de ecuaciones del cual se obtienen las tres tensiones de secuencia sobre la máquina. Con esta 
información se puede calcular el par de secuencia positiva y el de secuencia negativa. Todo esto, 
para una determinada velocidad o deslizamiento de la máquina. En algunos casos, el sistema 
de ecuaciones se puede representar mediante un circuito eléctrico, facilitando de esta forma la 
solución del problema. Algunos desequilibrios frecuentes en una máquina de inducción son: 


1. Apertura del fusible de una fase, sin conexión del neutro: 


En la figura se ha representado una máquina de inducción que se encontraba operando 
en un punto estable, y repentinamente se abre el fusible de la fase a, quedando conectadas 
las otras dos fases a la red. Esta máquina tiene una conexión sin neutro corrido. 


Las tres condiciones de contorno de la máquina de inducción en las condiciones descritas 
en la figura 7.12 son: 


L,=0 (7.9) 
Lp +1¿=0 (7.10) 
Vp =V. = V Z — 120 — V Z — 240 = V3V Z — 90 = —jv3V (7.11) 


7 La aplicación adecuada de esta herramienta requiere que el convertidor sea simétrico, los desequilibrios en el 
interior de la máquina acoplan los modos de secuencia y vuelven impráctica la aplicación de esta metodología. 
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Utilizando la expresión 7.7 para convertir las condiciones de contorno sobre las corrientes 
de fase a condiciones de secuencia, se obtiene: 


lo y {11 1 Ia i 0 
hl==|1 a 0 lI, | =— | 0-0? |1, (7.12) 
I v3 lo? a i. v3 a —a 


La expresión 7.12 indica que la suma de las componentes simétricas de corriente para la 
secuencia positiva y negativa es cero. Además la componente de secuencia cero también 
es nula debido a que la máquina no tiene el neutro conectado: 


lo=0 (7.13) 
L+L=0 (7.14) 


De la transformación 7.8 y la condición de contorno 7.9 se establece el siguiente resultado: 


1 
V, —V, = 5 [(Vo + 07V, + aV-) — (Vo + aV +a°Ve)| =—jv3V (7.15) 


La ecuación anterior determina una relación definida entre las tensiones de secuencia po- 
sitiva y negativa en la máquina: 


VÆV- = V3V (7.16) 


Además deben incluirse las tres condiciones sobre las impedancias de secuencia de la 
máquina: 


Vo = Z-l 
V} SZ. (7.17) 
V = Ps) LL 


Sustituyendo las expresiones 7.17 y 7.14 en 7.16 se obtiene el siguiente resultado: 
V3V = Zils) Li — Z- (s) -I = [Z4(s) +Z- (s)| (7.18) 


En la figura 7.13 se representa el circuito equivalente en el dominio de la secuencia, iden- 
tificado con el resultado obtenido en la expresión 7.18. Cuando la máquina se encuentra 
Operando a una velocidad œ, diferente de cero, los deslizamientos de secuencia positiva 
sy y de secuencia negativa s_, son diferentes y por lo tanto las impedancias de secuen- 
cia también. Como la corriente de secuencia positiva circula por las dos impedancias, las 
tensiones de secuencia sobre cada impedancia son distintas y se produce una diferencia 
entre el par de secuencia positiva y el par de secuencia negativa. La máquina podrá se- 
guir operando si la carga no es demasiado grande. Si la máquina se encontraba detenida 
previamente (0, = 0, no se produce par eléctrico neto debido a que los deslizamientos de 
secuencia positiva y negativa valen uno en esta condición de velocidad, cada una de las 
secuencias ofrece la misma impedancia a la fuente, y por tal motivo los pares de secuencia 
también son iguales. En la figura 7.14 se presenta la característica par-deslizamiento para 
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Vie sec - Ra IX, 


Figura 7.13 Circuito equivalente de la apertura del fusible de la fase a de una maquina de in- 
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ducción sin neutro 


una máquina de inducción con la fase a abierta. Se puede observar que no existe par de 
arranque y que el par máximo es menor que en la operación balanceada. Como la matriz 
de componentes simétricas utilizada en este análisis es hermitiana, la transformación es 
conservativa en potencia y no es necesario regresar nuevamente al dominio de las fases 
para el cálculo de potencias o pares. Si es necesario determinar las corrientes en las fases 
hay que recurrir a la transformación inversa de componentes simétricas definida en la re- 
lación 7.8. 


. Apertura del fusible de la fase a con el neutro conectado: 


En la figura 7.15 se presenta el diagrama de una máquina de inducción conectada con 
neutro corrido, con apertura del fusible de la fase a. En este caso, la corriente por la fase 
a es cero, pero la suma de las corrientes de las fases sanas no. Las tres condiciones de 
contorno en el dominio de fase son: 


L,=0 (7.19) 
V, =VZ—120 (7.20) 
V.=VZ-240 (7.21) 


Sustituyendo las condiciones de contorno 7.20 y 7.21 en la transformación 7.7 se obtiene 
el siguiente resultado: 


Vo y [1 1 1 V, 1 | Vatav+ a2V 
V,|==|1 a 0 ay — Va +2V (7.22) 
V_ v3 La a av v3 V,tav+a2v 
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Figura 7.14 Característica par-deslizamiento con el fusible de la fase a abierto y sin conexión 
del neutro a la red 
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Figura 7.15 Apertura del fusible de la fase a con el neutro conectado 
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Figura 7.16 Circuito equivalente de la máquina de inducción con neutro conectado y fase a 
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abierta 


En la expresión 7.22 se observa que las tensiones de secuencia negativa y cero son igua- 
les, además la diferencia entre la tensión de secuencia positiva y cualquiera de las Otras 
dos tensiones de secuencia, es independiente de V,. Por esta razón es posible expresar lo 
siguiente: 

V_ = Vo (7.23) 


V, -V_ =V,=W= V3V (7.24) 


La transformación 7.8 permite encontrar la relación entre las corrientes de secuencia, a 
partir de la condición de contorno 7.19: 


1 
la = AR H BA L)=0 > E +L =0 (7,23) 
a A T ) + 
A las expresiones 7.23, 7.24 y 7.25 es necesario añadir las relaciones entre las tensiones 
de secuencia y las corrientes de secuencia 7.17. Con las expresiones 7.17 y 7.23 a 7.25 se 
determina el sistema de ecuaciones siguiente: 


Zils) =Z_(s) 0 I, V3V 
o UB —Alin|=| 0 (7.26) 
1 1 1 b 0 


El sistema de ecuaciones 7.26, puede ser resuelto para las tres corrientes. Una vez cono- 
cidas estas variables, se determinan de las expresiones 7.17, las tensiones de secuencia 
positiva y negativa, con las cuales se pueden evaluar los pares y potencias para esta con- 
dición de operación. Las dos primeras ecuaciones del sistema 11.31, son ecuaciones de 
mallas y la tercera es una ecuación de nodos. Con estas ecuaciones se puede construir un 
circuito equivalente tal como se muestra el la figura 7.16. Cuando el neutro está conec- 
tado, la máquina produce par de arranque con una fase desconectada. Las tensiones de 
secuencia positiva y negativa son diferentes, debido a que la impedancia de secuencia ce- 
ro queda conectada en paralelo con la impedancia de secuencia negativa. Recordando que 
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Figura 7.17 Caracteristica par-deslizamiento con apertura de la fase a con neutro conectado 


la impedancia de secuencia cero tiene un valor muy reducido, debido a que esta formada 
por la resistencia de la bobina estatórica y su reactancia de dispersión. El par de secuencia 
positiva es mayor que el de secuencia negativa en este caso. En la figura 7.17 se presenta el 
gráfico de la característica par-deslizamiento de una máquina de inducción en estas condi- 
ciones de operación. Se ha indicado en la misma figura la característica para la operación 
equilibrada. 


3. Pérdida de los fusibles de las fases b y c, con neutro conectado: 


En la figura 7.18 se ha representado la condición de operación de un máquina de in- 
ducción con neutro corrido, en la cual se abren repentinamente las fases b y c. 


Las condiciones de contorno en el dominio de las fases para este caso son: 
Va =VZ0=V (7.27) 
lj=I+=0 (7.28) 


De la transformación 7.8 y de la condición de contorno 7.27, se obtiene: 


Va = —(W+V4+V.)=V > VV} +V =v3V (7.29) 


1 
V3 
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Motor 34 


Figura 7.18 Apertura de las fases b y c con neutro conectado 


Mediante la transformación 7.10, y la condición 7.28, se obtiene: 


1 1 
a a 


1 
hlaha (1.30) 
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La expresión 7.30 indica que las tres corrientes de secuencia son iguales. Las relaciones 
entre las tensiones de secuencia y las corrientes de secuencia están determinadas por las 
impedancias de secuencia 7.17. Mediante la ecuación 7.29, el sistema 7.30 y las tres rela- 
ciones entre las tensiones y corrientes de secuencia 7.17 se establece el siguiente resultado 
para este caso: 


Z4(s)+Z_(s)+Zo 0 0 L V3V 
1 > 0 E |=| 0 (7.31) 
1 0 —1 l 0 


El sistema de ecuaciones 7.31, puede ser representado por un circuito equivalente donde 
las tres impedancias de secuencia se encuentran en serie, alimentadas por una fuente de 
tensión de valor \/3V. En este sistema la primera ecuación representa la malla y las otras 
dos los nodos del circuito. En la figura 7.19 se ha representado el circuito equivalente para 
esta condición de operación. Es interesante destacar que es muy parecido al circuito de 
la figura 7.13, haciendo la salvedad de que en este caso queda en serie con el circuito la 
impedancia de secuencia cero. La conexión de la impedancia de secuencia cero en serie 
con el circuito equivalente, reduce un poco las corrientes y tensiones sobre las redes de 
secuencia. Esto limita aun más el par de cada secuencia, pero la solución se asemeja 
mucho a la presentada en el gráfico de la figura 7.14, correspondiente a la pérdida del 
fusible de la fase a de la máquina sin neutro conectado a la red. En estas condiciones, 
tampoco existe par eléctrico de arranque. 
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Figura 7.19 Circuito equivalente de la operación con las fases b y c abiertas y con neutro conec- 
tado 
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VII.5 ARMONICAS TEMPORALES EN LA MAQUINA DE INDUCCION 


En la modelación de la máquina de inducción se ha considerado que las fuentes que alimentan 
esta máquina pueden o no ser balanceadas, pero contienen una sola frecuencia, que se denomina 
componente fundamental. En los procesos industriales se utilizan frecuentemente convertidores 
electrónicos de potencia para la regulación y el control. Estos equipos pueden introducir conteni- 
do armónico en las fuentes de alimentación de las máquinas. Cuando están presentes armónicas 
temporales en la excitación es necesario realizar consideraciones adicionales en el modelo para 
poder realizar análisis de la respuesta de la máquina. 


La simetría de las ondas de excitación inscriben el rango de las armónicas a los múltiplos im- 
pares de la componente de frecuencia industrial, o componente fundamental. Las armónicas 
temporales más frecuentes en los sistemas eléctricos de potencia son las siguientes: 


A continuación se desarrolla el modelo de la máquina de inducción para cada una de las armó- 
nicas más frecuentes. Si el convertidor es lineal, se puede utilizar el principio de superposición 
para determinar la respuesta completa de la máquina. 


VII.5.1 Sistema de terceras armónicas 30. 


En la figura 7.20 se presenta un sistema trifásico de tensiones, de primera y tercera armónica. Si 
el sistema de primera armónica o fundamental es balanceado, las terceras armónicas se encuen- 
tran en fase. Un sistema de tres tensiones en fase se comporta exactamente igual que un sistema 
de secuencia cero. Al estar en fase las tensiones, los flujos por las tres bobinas son iguales y se 
anulan en el entrehierro de la máquina. El circuito de secuencia cero de la máquina de induc- 
ción modela adecuadamente este tipo de excitación, si se tiene en cuenta que las reactancias se 
incrementan en un factor de tres. La resistencia del modelo no se altera, siempre y cuando sea 
posible despreciar el efecto pelicular en los conductores. 


VII.5.2 Sistema de quintas armónicas 50, 


Un sistema de tensiones trifásicas de quinta armónica tiene la siguiente estructura: 


Vas (0,1) = V2Vs sin5(@et) = V2Vs sin(5@-t) (7.32) 
2 4 

Vis (@et) = V2Vs sin 5 (gt — =) = VZV; sin(S@t — =) (7.33) 
4 2 

Vas (©et) = V2V5 sin 5 (@et — =) = VIV; sin(5@;t — 5] (7.34) 


Estas tensiones corresponden a un sistema de secuencia negativa. Un sistema trifásico, sinusoidal 
y balanceado de quintas armónicas se comporta como un sistema de secuencia negativa. Cuando 
se alimentan las bobinas de una máquina trifásica con este sistema de tensiones, se produce 
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a usa 2 TESS Ar 
r¿(wt)=v2V sin(wr) v,(cor}=V2V sin(eor— =F) valo = V2Vsin (wt) iar 
v,3( Wt) 
wt 
V,3( Wt) 
wt 
v,;(Wt)=v,;(wr) (w1)=42V sin(3 wt) we 


(a) sistema de terceras armónicas 


R, j3X 


—s bd 
— 
Ls, 
Va, 
O e 


(b) Modelo de terceras armónicas 


Figura 7.20 Sistema de terceras armónicas temporales y modelo de la máquina 
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| 


Figura 7.21 Circuito equivalente de la máquina de inducción excitada por quintas armónicas 


un campo magnético rotatorio de secuencia negativa. El modelo de la máquina en este caso es 
el circuito equivalente de la máquina en secuencia negativa, amplificando las reactancias por 
cinco y calculando el deslizamiento correspondiente a la quinta armónica mediante la siguiente 
relación: 
_ 5M —O, 50e + O, = 0,  6—Sy 
I "50,  S& 5 ea 
El par eléctrico producido por las quintas armónicas tiene la misma dirección que el campo 
magnético rotatorio producido por estas componentes, es contrario a las agujas del reloj. En 
la figura 7.21 se presenta el circuito equivalente de una máquina de inducción alimentada por 
un sistema trifásico balanceado de tensiones de quinta armónica. Las resistencias del estator 
y rotor se pueden mantener constantes, mientras que el efecto pelicular no sea importante. La 
resistencia de magnetización para estas frecuencias se puede corregir para considerar el aumento 
de pérdidas en el hierro por incremento de la frecuencia de excitación. 


(7.35) 


VII.5.3 Sistema de séptimas armónicas 70, 


El sistema de tensiones trifásicas de séptimas armónicas tiene la siguiente estructura: 


Va (Oet) = V2V7sinT( Wet) = V2V7sin(70+t) (7.36) 
2 2 

Vir (021) = V2V78inT(@et — =) = VZV sin(7o.t — =) (137) 
4 4 

Va (Oet) = V2V7 sin 7(@et — = = /2Vy sin(7o,t — =) (7.38) 


Estas tensiones corresponden a un sistema de secuencia positiva. Un sistema trifasico balan- 

ceado de séptimas armónicas se comporta como un sistema de secuencia positiva. Cuando se 

alimentan las bobinas de una máquina trifásica con este sistema de tensiones, se produce un 

campo magnético rotatorio de secuencia positiva. El modelo de la máquina en este caso es el 

circuito equivalente en secuencia positiva, amplificando siete veces las reactancias y calculando 

el deslizamiento correspondiente a las séptimas armónicas mediante la siguiente relación: 
70.0,  6+81 


o o 7.39 
ST Toe 7 (7.39) 
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Figura 7.22 Circuito equivalente de la máquina de inducción excitada por séptimas armónicas 


R fhx 


ce 


Figura 7.23 Circuito equivalente para la armónica de orden h de secuencia positiva o negativa 


El par eléctrico producido por las séptimas armónicas tiene la misma dirección que el campo 
magnético rotatorio producido por estas componentes, gira en el mismo sentido de las agujas del 
reloj. En la figura 7.22 se presenta el circuito equivalente de una máquina de inducción alimen- 
tada por un sistema trifásico balanceado de tensiones de séptimas armónicas. Las resistencias 
del estator y rotor se pueden mantener constantes, mientras que el efecto pelicular no sea impor- 
tante. La resistencia de magnetización para estas frecuencias se puede corregir para considerar 
el aumento de pérdidas en el hierro por incremento de la frecuencia de excitación. 


VII.5.4 Sistema armónico de orden «h» ha, 


Conocidos los modelos de primera, tercera, quinta y séptima armónica, es posible identificar la 
generalización del modelo para cualquier armónica impar de orden h. El circuito equivalente 
que modela el comportamiento de una máquina de inducción trifásica, excitada mediante una 
fuente armónica de orden h se ha representado en la figura 7.23. Como en los casos anteriores, 
las reactancias crecen proporcionalmente al orden de la armónica, las resistencias son constantes 
mientras que pueda ser despreciado el efecto pelicular y el incremento de pérdidas en el hierro. 
Es importante destacar que aun cuando las pérdidas en el hierro crecen con la frecuencia, la 
densidad de flujo decrece según la ley de Faraday, atenuando este incremento. 


Para calcular el deslizamiento correspondiente a la armónica h, sp, es necesario determinar si 
una armónica es de secuencia positiva, negativa o cero. Todas las armónicas múltiplos de tres 
en un sistema trifásico son de secuencia cero, y como no producen campo magnético rotatorio, 
no contribuyen a la producción de par eléctrico. El resto de las armónicas impares producen 
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pares eléctricos positivos o negativos según sea la secuencia del sistema armónico que genera el 
campo magnético rotatorio. 


Para que una armónica de orden h en un sistema trifásico sea de secuencia positiva, se debe 
cumplir la siguiente relación: 


2 2 3k 

n= T tonk > h=(2n-1)=1+3k > n=1+ 7 (7.40) 
Como h debe ser un número impar, n debe pertenecer a los número naturales, esto implica que 
k debe ser múltiplo de dos: 


k=2m;,WmE€N > n=1+3m > h=6m+1:;WmeN (7.41) 


Para que una armónica de orden h en un sistema trifásico sea de secuencia negativa, se debe 
cumplir la relación siguiente: 


m 4 
Sh = +2mk S h= Cre 245b Sa 


E 8 (7.42) 


Como h debe ser un número impar, n debe pertenecer a los número naturales, y esto implica que 
k+ 1 debe ser múltiplo de dos: 


k+1=2m;VmeEN > n=3m > h=6m-1:;WmeN,mX0 (7.43) 


En resumen: 


Armónicas de secuencia positiva: h=6m+1,m=0,1,2,--- 
Armónicas de secuencia negativa: h=6m-—1,m=1,2,3--- 
El deslizamiento de una armónica de secuencia positiva se calcula mediante la siguiente monofásica: 


h 40 — 0; A hy 02 — (1 — 511) Me Mp 1+sı 


= ————_ = 7.44 
y el deslizamiento para una armónica de secuencia negativa según la expresión: 
—h_0.—0,+  h_0. +0, h-+1-sı 
Y_ = EA 7.45 


Como aplicación del modelo de armónicas temporales de la máquina de inducción se puede 
evaluar la característica par-deslizamiento de un convertidor alimentado mediante una fuente 
trifásica balanceada de tensión periódica, no sinusoidal. Un de los casos más frecuentes que 
aparecen en la práctica se muestra en la figura 7.24, y corresponde a la salida de un inversor 
trifásico sin modulación de pulso. 


Si se calcula la distribución armónica de la fuente, mediante la descomposición en series de Fou- 
rier, o con el algoritmo rápido de la transformada de Fourier®, se obtiene el espectro representado 
en el último gráfico de la figura 7.24. Los valores de las diferentes componentes armónicas de 
la tensión de alimentación, obtenidos utilizando el algoritmo FFT, se resumen en la tabla 7.1. 


3 FFT. 
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Y py (Wt) 


wt 


l* |FFT[v,,(we)]| 


se 


Figura 7.24 Tensiones de alimentación aplicadas a una máquina de inducción y su correspon- 
diente espectro armónico 


Tabla 7.1 Amplitud de las tensiones armónicas del sistema de tensiones presentado en la figura 
7.24 
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Figura 7.25 Distribución armónica del par eléctrico total 


Mediante el espectro armónico se determinan las contribuciones al par eléctrico de las princi- 
pales armónicas, utilizando el circuitos equivalente ilustrado en la figura 7.23 correspondiente 
al orden armónico considerado. Como en el caso considerado, las componentes armónicas son 
reducidas con respecto a la componente fundamental, el par eléctrico total es prácticamente 
igual al par eléctrico producido por la primera armónica de la fuente. En la figura 7.25 se han 
representado las contribuciones al par eléctrico de las armónicas consideradas, con respecto al 
deslizamiento s. El par eléctrico total Tr se ha escalado por 100 para poder destacar las compo- 
nentes armónicas. La reducción de los pares armónicos en la máquina se debe principalmente a 
dos factores: la reducción de la tensión armónica que afecta cuadráticamente al par y el orden ar- 
mónico que incrementa linealmente las reactancias, reduciendo aún más el par eléctrico para esa 
armónica de tensión. De este hecho, se deduce que la máquina de inducción se comporta como 
un filtro pasabajo, atenuando los pares eléctricos producidos por excitaciones de alta frecuencia. 
Un comportamiento similar, pero no tan acentuado, ocurre con las corrientes. 


VII.6 ARMONICAS ESPACIALES EN LA MAQUINA DE INDUCCION 


Los conductores en el interior de la maquina se encuentran repartidos dentro de las ranuras. La 
distribución de los conductores se realiza para producir fuerzas magnetomotrices sinusoidales 
en el espacio. Como las ranuras se reparten uniformemente en la periferia, junto con la com- 
ponente fundamental de la fuerza magnetomotriz, aparecen otras componentes. Los modelos de 
la máquina desarrollados hasta el momento, consideran que la distribución del campo es sinu- 
soidal en el espacio. En esta sección se analizan las causas y consecuencias de la presencia de 
armónicas espaciales en el interior de la máquina. 


El caso más simple de distribución de los conductores en una máquina se presenta en la figura 
7.26. Se muestra un estator con dos ranuras, por una entran los conductores de la bobina y por la 
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Figura 7.26 Distribución de la fuerza magnetomotriz en una máquina con dos ranuras 


otra ranura salen los retornos. La fuerza magnetomotriz originada por esta máquina, se calcula 
mediante la ley circuital de Ampère y se expresa de la siguiente forma: 


oM Ni, si0 < 0 <a dé 


—Ni, sin <0 <27 


La fuerza magnetomotriz 7.46 se puede expresar en series de Fourier mediante la siguiente 


relación: > sin(2k—1)0 
sin(2k — 

IO), ING Y. — 
9 a 2k—1 


(7.47) 


Suponiendo que a la bobina de esta maquina se le inyecta corriente sinusoidal a una sola fre- 


cuencia: j 
4V2 S sin(2k— 1)0 
F(0,t) = ——NI Wet M 
( > ) T sin( e p3 2k— 1 


(7.48) 


La expresión 7.48 determina la fuerza magnetomotriz en el espacio y en el tiempo, producida 
per une bobina concentrada. Si la máquina posee m fases, espaciadas unas de otras un ángulo 
de 24 y se inyecta a cada fase una corriente sinusoidal de igual magnitud y frecuencia, pero 
desfasada temporalmente el mismo ángulo espacial de la bobina, la fuerza magnetomotriz para 
la bobina genérica q es: 


4y2 2 
F(t) = AV? Wrsin( (Met — 74 ny 
k=1 


sin [(2k — 1)(0 — Zg)] 


49 
2=1 ds 
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Incluyendo el término sinusoidal temporal de la expresión anterior en la sumatoria y descompo- 
niendo el producto de los senos en suma de cosenos, se obtiene el siguiente resultado: 


F(0,t) = 2201 1È go {eos |e 6(2k — 1) Ha Da + 


-- — COS o. 6(2k —1)— ql ) (7.50) 


La expresión anterior indica que la fuerza magnetomotriz que produce cada bobina se descom- 
pone en infinitos campos magnéticos rotatorios de secuencia positiva y de secuencia negativa. 
La velocidad de fase de cada uno de estos campos es un subarmónico de la frecuencia de las 
corrientes inyectadas en las bobinas. 


La fuerza magnetomotriz resultante en el entrehierro se obtiene al sumar las contribuciones de 
las m fases: 


ee WE E 47 
Pon = N iaa feos oro E 04 +... 
++ — COS jostor- 1- Zag] } (7.51) 


. 2(1—k) ; wily : a 
Si =— es un número entero, la superposición de las m fuerzas magnetomotrices de secuencia 


positiva se encuentran en fase para cada una de las armónicas espaciales. Por otra parte si 2k 
es un número entero, entonces las fuerzas magnetomotrices de secuencia negativa son las que 
están en fase para cada uno de los órdenes armónicos. Cuando no se cumplen estas condiciones, 
se superponen por cada armónica m cosenos igualmente desfasados unos de otro y la sumatoria 


de estos términos para las m bobinas es: 


2 Wt —O(2k —1 1k 
Fr, ,(0,t) = = eS min S25 et OE Dl > SL Pg EZ (7.52) 
2/2 | 2k 
Fr, (0,1) = 20 gals 0) ; si EZ (7.53) 
i=ġ 2k 
Fry (0,105 si 2—— €Z AN — EZ (1.54) 


La fuerza magnetomotriz armónica 7.52 produce un campo magnético rotatorio de secuencia 
positiva cuya velocidad de fase es: 
do  @ 
dt 2k=1 
La fuerza magnetomotriz armónica 7.53 produce un campo magnético rotatorio de secuencia 
negativa y su velocidad de fase es: 


(7.55) 


dð — Oe 

dt 2k-1 
Las armónicas espaciales generan campos magnéticos rotatorios que giran a velocidades que son 
submúltiplos de la velocidad sincrónica. Las armónicas espaciales se comportan, en el interior 


(7.56) 
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de la máquina, como si ésta tuviera el número de pares de polos correspondiente al orden de la 
armónica. La amplitud de cada armónica depende de la distribución de las bobinas en las ranuras 
de la máquina. En una máquina cuyas bobinas se encuentran concentradas en un par de ranuras, 
la amplitud de la fuerza magnetomotriz disminuye directamente con el orden de la armónica, 
el par eléctrico se calcula a partir del producto de las fuerzas magnetomotrices y por esta razón 
disminuye con el cuadrado del orden de la armónica espacial correspondiente. 


En las máquinas reales, las bobinas de cada fase se distribuyen en varias ranuras y el contenido 
armónico espacial se puede reducir aun más. Además es posible eliminar algunas armónicas 
mediante el acortamiento de paso?. Este acortamiento reduce la contribución de las fuerzas 
electromotrices producidas por las bobinas. El factor de paso en una bobina con acortamiento 
de paso y para la primera armónica espacial es: 


kp = cos (7.57) 


La armónica espacial 2k — 1 se repite 2k — 1 veces en el interior de la máquina. A cada período 
espacial de repetición del campo armónico le corresponde un ángulo mecánico igual a ké 
Desde el punto de vista de las armónicas espaciales, el acortamiento de paso es un ángulo 2k — 1 


veces mayor. Por esta razón se tiene: 


(2k— 1)y 


> (7.58) 


Kp(2k— 1) = Cos 

Para eliminar las fuerzas magnetomotrices correspondientes a una armónica determinada, se 

puede utilizar la relación 7.58. Si se quiere eliminar la armónica 2k — 1, se tiene: 
(2k—1)y (2k—1)p% J TT 


Kp(2k-1) = COS -m = 0 > er, > y= TA 


(7.59) 


En la figura 7.27 se muestra la característica par eléctrico-deslizamiento de una máquina de 
inducción trifásica, con las bobinas de cada fase concentradas en un par de ranuras. También se 
han representado en el mismo gráfico las contribuciones al par eléctrico de la quinta y séptima 
armónica espacial. En las máquinas reales, estos efectos se ven reducidos considerablemente 
por la distribución de los conductores en la periferia de la máquina. 


VII.7 LA MAQUINA DE INDUCCION BIFASICA 


En el sector industrial, comercial y residencial se utiliza una gran variedad de máquinas de in- 
ducción monofásicas. Estas máquinas se encuentran en el rango de potencia comprendido entre 
fracciones de kW y un máximo de 2kW aproximadamente. Accionan electrodomésticos, bom- 
bas, ventiladores, extractores, compresores, cadenas de montaje, transporte de materias primas, 
etc. Aun cuando se les denomina máquinas monofásicas, este nombre se refiere a la fuente de 
alimentación, porque en su estructura interna deben poseer al menos dos fases! para que sea 
posible producir par eléctrico en cualquier deslizamiento. 


2 El retorno de cada bobina se realiza en un ángulo inferior a 180. 
10 Generalmente ortogonales para maximizar la producción del par eléctrico. 
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Figura 7.27 Efecto de las componentes armónicas espaciales en el par eléctrico 


Una máquina monofásica, produce un campo magnético pulsante cuando se excita su devanado 
con corriente alterna. En una máquina bifásica, las fases se encuentran a 180 y el campo mag- 
nético que producen las corrientes!! inyectadas en estas dos bobinas, también son pulsantes. El 
caso trifásico no requiere explicaciones adicionales porque ha sido analizado con detalle a lo 
largo del texto. 


La máquina tetrafásica es muy peculiar e interesante, posee cuatro fases separadas espacialmente 
90 unas de otras. Las corrientes balanceadas, inyectadas en una máquina tetrafásica, también 
están desfasadas 90 en el tiempo. Estos dos hechos implican que las bobinas a y c producen 
flujos iguales, y con las bobinas b y d sucede exactamente lo mismo. En definitiva existen dos 
grados de libertad, se genera campo en la dirección de las bobinas a y c, o en la dirección de 
las bobinas b y d. La máquina bifásica convencional, es una máquina tetrafásica donde tanto las 
fases a y c, como las fases b y d están conectadas en serie. 


La máquina bifásica desarrollada a partir de una máquina tetrafásica, funciona en régimen equi- 
librado, exactamente igual que una máquina trifásica convencional. En la práctica es frecuente 
operar estas máquinas con una fuente monofásica. Esto produce desequilibrios en la máquina 
que deben ser analizados mediante las transformaciones de componentes simétricas. En esta 
sección se particularizará la teoría de las componentes simétricas para el análisis de la máquina 
de inducción bifásica. 


Un sistema lineal puede ser analizado mediante la formulación de un sistema de ecuaciones li- 
neales. Esta formulación expresa las interrelaciones existentes entre las diferentes variables de 
estado del sistema y generalmente estas variables pueden estar fuertemente interrelacionadas. Se 
dice en esta situación que el sistema de ecuaciones está acoplado. En los sistemas lineales alge- 
braicos es relativamente sencillo invertir la matriz de acoplamientos, para calcular las variables 


11 Bifásicas equilibradas: J, =1, I, = —I. 
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de interés. En los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales esta técnica es más compleja. El 
análisis modal mediante autovalores y autovectores, permite desacoplar un sistemas lineal de n 
ecuaciones diferenciales de primer orden, en n sistemas completamente independientes. 


En la modelación de las máquinas de inducción aparecen siempre acoplamientos que pueden ser 
expresados mediante matrices cíclicas!?. La diagonalización de estas matrices mediante métodos 
modales es de gran utilidad práctica. El caso trifásico puede orientar sobre la generalización de 
este método al caso tetrafásico. Para diagonalizar una matriz cíclica trifásica se deben obtener 
en primer lugar los tres autovalores asociados: 


det(|C] —y[M) =0 >det| c a-y b =0 
b c a-y 


(a-y? +b +c? —3bc(a—y) =0 


% = a+b+c (7.60) 
p =a+bel® +celF (7.61) 
Y = a+ belt ce (7.62) 


La matriz de autovectores asociada con la matriz cíclica es la transformación hermitiana de 
componentes simétricas: 


(1C] YM) v]; h= Pv] [va] AY o [Va] | 
1 @ 1 Vai 1 
v- ES | SEI o. e| Hei? (7.63) 
v3 Tes fF VO 1 oo a 


Un procedimiento similar al realizado en 7.60 a 7.63 permite determinar la transformación de 
componentes simétricas tetrafásicas, que corresponde a la matriz de autovalores de la matriz 
cíclica tetrafásica: 


a—y b Cc d 
delc- ¡WED ode) 2 277 2 “|=0> 
c d a-y b 
b c d a-y 
% = a+b+c+d (7.64) 
n= a+ bel? + ce? +de’? = (a—c) + ¡(b— d) (7.65) 
h= a+ bel? + cei? + dei =a—b+c-—d (7.66) 


12 También aparecen matrices completamente simétricas que pueden ser un caso particular de las cíclicas. En el 
sistema de ecuaciones 6.1 se pueden destacar estos tipos de matrices. 
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Y = a+ be? + celb? + de? = (a—c)+j(d—b) (7.67) 


La matriz hermitiana de autovectores correspondiente es: 


1 1 1 1 1 1 1 1 
1 1 e ePi eP? 111 j -1 >j 
V= Al 1 02h e e (2311101 1 (108) 
1 03% iF ¿9% 1 -j -1 j 


La primera y tercera fila de la matriz de autovalores 7.68 determinan las dos posibles compo- 
nentes de secuencia cero de un sistema tetrafásico. La segunda fila define la componente de 
secuencia positiva. La última fila de la expresión 7.68 determina la componente de secuencia 
negativa en el sistema tetrafásico. Esta información se deduce aplicando la transformación a un 
vector de entrada de la secuencia adecuada. Por ejemplo, si se desea demostrar que la segunda 
fila genera la secuencia positiva, se aplica la transformación al vector de secuencia positiva: 


Xo 1 1 1 1 i 0 
a|_1|1 j 3 —j | 42 
% | 2/2 = i =1 —1| MO id 
x3 1 -j -1 j j 0 


En las máquinas bifásicas de inducción la corriente de la fase a está en oposición a la fase 
c y la corriente de la fase b en oposición a la de la fase d. Incluyendo estas condiciones de 
contorno en la transformación 7.69, y escogiendo los coeficientes apropiadamente para que la 
nueva transformación sea hermitiana, se obtiene: 


Xo 1 1 1 1 Xa UI 

xp 111 j -leg xb la eg PA Xa 
x2 2/1 -1 1. —1 —Xa 210 0 Xb 
x3 l zj C); Xp 2 —2j 


(ASS eels a 


aos | (7.71) 


Las expresiones 7.70 y 7.71, se conocen como la transformación directa e inversa de componen- 
tes simétricas bifásicas. En la figura 7.28 se presentan dos grupos de fasores, el de la izquierda 
gira en secuencia positiva y el de la derecha en secuencia negativa. 


Si a los devanados de la máquina bifásica de inducción se les aplican tensiones bifásicas desequi- 
libradas, la expresión 7.70 permite descomponer en secuencia positiva y negativa las tensiones 
de fase. Como la máquina bifásica equilibrada no se diferencia en su comportamiento de la 
máquina de inducción trifásica equilibrada. Las redes de secuencia de la máquina bifásica son 
iguales a las redes de secuencia positiva y negativa de una máquina trifásica. En la figura 7.29 
se presenta una aplicación de la máquina bifásica de inducción para el control de velocidad. 
Mediante un transformador con relación variable se puede ajustar la tensión de alimentación en 
una de las fases de la máquina. Este control permite ajustar el par y la velocidad del motor. 
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Figura 7.28 Fasores de secuencia positiva y negativa en un sistema bifásico equilibrado 


Figura 7.29 Control de par eléctrico mediante una máquina de inducción bifásica 
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Las tensiones de secuencia en la máquina de la figura 7.29 son: 


A Selai o 
V= ALL =j kVZ—90 J/2|1-k 

Variando la relación de transformación k se controla el par eléctrico de la máquina. Cuando k = 
1, el sistema está alimentado sólo por secuencia positiva. A medida que k disminuye, aumenta 
el par de secuencia negativa reduciendo el par efectivo. Si el valor de k invierte su polaridad, 
la máquina girará en sentido contrario. Los deslizamientos de secuencia positiva y negativa se 
calculan con la misma metodología empleada en la máquina trifásica sy +s- = 2. El par se 
evalúa superponiendo las contribuciones de secuencia positiva y negativa, obtenidas mediante 
los circuitos equivalentes de la secuencia correspondiente. 


En la página 285 se analizó el comportamiento de una máquina de inducción trifásica con las 
fases b y c desconectadas. Esta máquina no produce par de arranque, pero es capaz de mantener 
par eléctrico en puntos de operación cuyos deslizamientos estén próximos a cero. Este hecho 
es utilizado para operar las máquinas de inducción alimentadas mediante redes monofásicas. El 
arranque de estos motores implica consideraciones adicionales que serán discutidas posterior- 
mente. 


En la figura 7.30 se presenta el esquema de una máquina monofasica de inducción y la distri- 
bución de la fuerza magnetomotriz producida por una corriente sinusoidal que circula por su 
bobina. La forma de la fuerza magnetomotriz se mantiene constante, pero la magnitud varía 
en el tiempo, proporcional a la corriente inyectada instantáneamente. La fuerza magnetomotriz 
producida por esta máquina es pulsante, se mantiene la forma en el espacio, pero varía su am- 
plitud en el tiempo. Un campo pulsante se pueden descomponer en dos campos rotantes con 
velocidades de fase contrarias: 


F,(0,t) = Nig(@t)cos 0 = V2NIcos(@et) cos O => 


FO Ree oos crrgl@y+cos( wet +0) (7.73) 


En la figura 7.30 se muestra cómo la composición de dos fuerzas magnetomotrices rotatorias, de 
sentidos de giro contrarios e iguales en amplitud, producen una fuerza magnetomotriz pulsante. 


La descomposición de la fuerza magnetomotriz pulsante en dos fuerzas magnetomotrices rotan- 
tes iguales y contrapuestas en su sentido de giro, permite obtener un circuito equivalente para 
la máquina de inducción monofásica. Cada una de las fuerzas magnetomotrices rotantes tiene la 
mitad de amplitud de la fuerza magnetomotriz pulsante. Las fuerzas electromotrices generadas 
por cada una de las fuerzas magnetomotrices rotantes, es la mitad de la fuerza electromotriz total 
en la bobina de la máquina. Durante el arranque (s = 1), no existe par eléctrico en la máquina 
debido a que la componente de secuencia positiva es igual y contraria a la componente de se- 
cuencia negativa (T, = T} — T- = 0). Las dos redes de secuencia en esta condición son iguales, 
y debe circular la misma corriente por cada una de ellas. Las redes de secuencia deben estar 
conectadas en serie, para garantizar la igualdad de corriente y la superposición de las fuerzas 
electromotrices. Los parámetros de cada red de secuencia deben ser la mitad de los parámetros 
de la bobina, para producir la mitad de la fuerza electromotriz de la máquina en cada secuencia, 
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Figura 7.30 Descomposición de la fuerza magnetomotriz pulsante en dos rotantes 


cuando el rotor está detenido. En la figura 7.31 se presenta el circuito equivalente propuesto para 
la máquina monofásica de inducción. 


Las componentes simétricas bifásicas permiten determinar el circuito equivalente de la máqui- 
na de inducción monofásica. Conectando una fuente monofasica a la fase a de una máquina 
bifásica, se obtienen las siguientes condiciones de contorno: 


V, = V N> V (1.74) 


M- 0 (7.75) 


Transformando las condiciones de contorno 7.74 y 7.75 mediante la transformación de compo- 
nentes simétricas bifásicas 7.70 se obtienen las siguientes relaciones: 


Wao V> = Z4 (s) +Z- (s) = V2V (7.76) 


=k (7.77) 


De las expresiones 7.76 y 7.77, aplicando la transformación inversa de componentes simétricas 


7.71, se obtiene: i 


VIV =[Z (5) +Z-(9)]1, = [Z+ (s)+Z-(8)] => 


Sl 


Z+(s)+Z-(s) 
2 

La expresión 7.78 coincide con el circuito equivalente presentado en la figura 7.31. De esta for- 

ma, el razonamiento intuitivo utilizado para obtener este circuito a partir de la descomposición 

de la fuerza magnetomotriz pulsante en fuerzas magnetomotrices rotantes queda demostrado. 


y = la (7.78) 
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Figura 7.31 Circuito equivalente de la máquina monofasica de inducción 


Si el rotor no está detenido, las impedancias de secuencia positiva y negativa son diferentes. 
Aparece una diferencia en las tensiones de secuencia y en los campos magnéticos rotatorios 
de secuencia positiva y negativa. La superposición de dos campos magnéticos rotatorios contra- 
rotativos produce un campo pulsante. Si estos campos rotantes difieren en amplitud se obtiene un 
campo magnético elíptico. En el eje magnético de la bobina, el campo elíptico obtiene una ampli- 
tud máxima y a 90 obtiene la amplitud mínima. En la figura 7.32 se muestra la forma del campo 
magnético elíptico producido durante la operación de la máquina de inducción monofásica. 


Cuando el rotor de la máquina está detenido, las dos fuerzas magnetomotrices son iguales, y 
los pares se neutralizan. Si existe una velocidad en cualquiera de los dos sentidos, el campo 
pulsante induce fuerza electromotriz en el rotor, esta fuerza electromotriz fuerza la circulación 
de corriente por este circuito, creando un campo magnético que refuerza una de las componentes 
y debilita a la otra. En la figura 7.33 se presenta la característica par-deslizamiento de este tipo 
de máquinas. 


Como la máquina de inducción monofásica no puede arrancar por sí sola, es necesario utilizar 
bobinas auxiliares para producir par eléctrico durante el proceso de aceleración de la máquina y 
su carga. Mientras que el rotor de la máquina monofásica está detenido, el campo en el entrehie- 
rro es pulsante y no puede producir par. Es necesario un campo rotante, circular o elíptico para 
el arranque autónomo de la máquina. Durante la aceleración de la carga mecánica se añade a la 
máquina de inducción monofásica un bobina auxiliar en cuadratura con la bobina principal. En 
estas condiciones el funcionamiento corresponde al de una máquina bifásica desequilibrada. 


Aun cuando la máquina monofásica posee un devanado auxiliar en cuadratura con el devanado 
principal, no se puede asociar directamente a una máquina bifásica. La bobina auxiliar se utiliza 
en general, solamente durante el proceso de arranque y se diseña con una sección mucho menor 
que la del devanado principal. Una vez que la máquina alcanza una velocidad comprendida 
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Figura 7.32 Campo magnético elíptico de la máquina monofasica 


Figura 7.33 Característica par-deslizamiento de la máquina monofásica de inducción 
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Figura 7.34 Máquina monofásica de inducción con circuito auxiliar de arranque 


entre un 70 y un 80 por ciento de la velocidad sincrónica, un interruptor centrífugo desconecta 
la bobina auxiliar con la finalidad de aumentar el rendimiento de la maquina en el punto de 
operación. 


Las diferencias físicas entre la bobina auxiliar de arranque y el devanado principal de la máquina, 
permiten obtener mediante una fuente de tensión monofásica, corrientes diferentes y desfasadas 
en las dos bobinas. Al estar desfasadas estas corrientes, se produce un campo elíptico y se 
obtiene par eléctrico. El desfase entre las corrientes se puede incrementar utilizando resistencias, 
inductancias o condensadores en serie con la bobina auxiliar. Lo más frecuente es conectar 
condensadores en serie con la bobina auxiliar para producir el máximo desfase posible entre las 
dos corrientes, incrementando de esta forma el par de arranque. En la figura 7.34 se presenta el 
diagrama de esta solución. 


Las máquinas monofasicas comerciales, requieren condensadores muy grandes durante el arran- 
que (50 ~ 200 uF). Estos condensadores se diseñan especialmente para que sean económicos, 
a expensas de producir pérdidas considerables cuando están en operación. Para incrementar el 
rendimiento de la máquina, se desconecta el condensador de arranque y el devanado auxiliar 
luego de la aceleración de la carga. Al desconectar el condensador y la bobina auxiliar mediante 
el interruptor centrífugo, la máquina continúa su operación como motor monofásico. 


El análisis de la máquina de inducción monofásica con devanado auxiliar y condensador de 
arranque se realiza mediante la transformación de componentes simétricas bifásicas, pero es 
necesario realizar algunas consideraciones previas. Las componentes simétricas diagonalizan 
sistemas acoplados, cíclicos o simétricos!?. Esto implica que la red debe ser simétrica, para 
que los modos de secuencia resulten desacoplados. La máquina de inducción monofásica con 
devanado auxiliar de arranque no es una máquina simétrica, sus bobinas se diseñan con diferente 
número de vueltas. Las resistencias de las bobinas también pueden ser diferentes en ambas 
bobinas. Para que el método de las componentes simétricas desacople las redes de secuencia 


'3 Los sistemas simétricos son sistemas cíclicos donde a 4b=c=d. 
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Figura 7.35 Modelo equilibrado de la máquina monofasica con devanado auxiliar de arranque 


es necesario equilibrar la máquina. Para este fin se supone que la máquina está constituida por 
dos bobinas iguales separadas espacialmente 90, y que la diferencia en el número de vueltas 
de la bobina auxiliar se obtiene mediante un transformador externo de relación Naux a Np. Las 
diferencias en resistencias o en impedancias conectadas en serie con el devanado auxiliar se 
corrigen con la conexión externa de una impedancia Zy que realiza el balance. 


Si la máquina se transforma a una maquina bifásica balanceada, sus bobinas tendrán el número 
de vueltas N, del enrollado principal, y todos los desequilibrios se transfieren como conexiones 
externas al convertidor. El nuevo esquema se resuelve mediante la descomposición en compo- 
nentes simétricas bifásicas. En la figura 7.35 se presenta el esquema del circuito propuesto, con 
la máquina equilibrada y las conexiones externas necesarias para reproducir la situación original 
de la máquina bifásica desequilibrada. 


Para mantener la fuerza magnetomotriz de la bobina auxiliar en la máquina bifásica equilibrada 
se debe cumplir la siguiente relación: 


ps 1 
Faux = Nauxlaux = Npl, > 


aux 


les “Nex 1 
aux __ X __ 7.79 
Taux N, p a 


La impedancia de entrada hacia el devanado auxiliar, vista desde la red, tiene que mantenerse 
constante antes y después de equilibrar la máquina: 


Z,+Z, 
Zarranque + Loux = a = 
Z= a? (Zarranque + Zaux) = Zp (7.80) 
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El circuito equivalente de la máquina monofásica con condensador de arranque se puede obtener 
ahora utilizando las componentes simétricas bifásicas. Las tensiones de secuencia son: 


VW] 113 V1. LTT y V 
ia alla lla.) 0 


Las corrientes de fase se expresan en función de las corrientes de secuencia, mediante la trans- 


formación inversa: 
Ip 1 1 1 I} | 1 | is a | 
i = A R =- s 7.82 
| laux | v2 | TJ J | | IL V2 jU_—I,) ( ) 


Sustituyendo el valor de I „„ obtenido en la expresión 7.82, en el sistema de ecuaciones 7.81 se 


aux 
obtiene el siguiente resultado: 
1 | 0+jaVv-& ie 
V_ v2 | (1- jajv — wt +1) Za 


Agrupando términos en la expresión 7.83 se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: 


1+ jay Z OZ 
i: = | (Z4 Fa ee | | ‘i | (7.84) 
7 V == (Zoo =) 2 


El sistema de ecuaciones 7.84, representa el circuito equivalente de la figura 7.36. Donde Z, y 
Z_ son las impedancias de secuencia positiva y negativa de la máquina de inducción bifásica 
equilibrada. Mediante el circuito equivalente de la máquina de inducción monofásica durante el 
arranque, o con el sistema de ecuaciones 7.36, se pueden calcular las corrientes de secuencia y 
las tensiones de secuencia. Como las fuentes de tensión aplicadas en las dos mallas del circui- 
to equivalente son diferentes, las corrientes de secuencia también lo son, aun cuando el rotor 
esté detenido y las impedancias de secuencia sean iguales. Esto explica la aparición de par de 
arranque en la máquina monofásica de inducción con devanado auxiliar. 


La impedancia Z, es responsable de la diferencia existente entre las corrientes de secuencia 
positiva y negativa. Por esta razón el ajuste de esta impedancia permite variar el par eléctrico 
de arranque. Esta impedancia, incluye la impedancia adicional para incrementar el desfase entre 
las corrientes de secuencia y un término que equilibra la máquina original, para que las redes de 
secuencia queden desacopladas y sea válida la expresión 7.83. 


Al conectar un condensador para incrementar el par de arranque, la corriente en la bobina au- 
xiliar adelanta a la corriente de la bobina principal. En un sistema bifásico de corrientes con 
adelanto de la fase auxiliar con respecto a la principal, el campo magnético de secuencia nega- 
tiva es mayor que el de secuencia positiva y la máquina gira en el sentido contrario al de las 
agujas del reloj. Para invertir el sentido de giro, es suficiente con invertir la polaridad de una de 
las dos bobinas. 


En la figura 7.37 se muestran las características par eléctrico-deslizamiento de una máquina 
monofásica de inducción con el devanado auxiliar conectado y desconectado. En serie con el 
devanado auxiliar se ha conectado un condensador que permite incrementar el par de arranque 
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Z =4(Z +Z 


Figura 7.36 Circuito equivalente de la máquina monofasica de inducción con devanado auxiliar 


de la máquina. Cuando la máquina alcanza un 70 por ciento de la velocidad de sincronismo, 
se desconecta el devanado auxiliar y continúa la operación como motor monofásico. Algunas 
máquinas se diseñan para mantener un condensador más pequeño y con menos pérdidas pero 
que se mantiene conectado indefinidamente. 


La máquina de inducción monofásica con devanado auxiliar es capaz de producir pares de arran- 
que mayores que el par nominal. Esta importante ventaja es útil en aplicaciones donde la car- 
gas mecánicas en reposo requieren par de accionamiento muy grande. Los compresores son un 
ejemplo de este tipo de carga, por esta razón es frecuente el uso de motores monofásicos con 
devanados auxiliares en los equipos de refrigeración comercial y residencial. Otro ejemplo de 
aplicación es en grúas o pequeños elevadores. Si la potencia requerida por la carga mecánica 
supera los 2kW, el accionamiento monofásico no es conveniente por razones de eficiencia y es 
más aconsejable utilizar máquinas trifásicas. 


VIT.S ANÁLISIS TRANSITORIO 


En la sección VI.3 se obtuvo el modelo dinámico de la máquina de inducción expresado en el 
sistema de coordenadas de los vectores espaciales referidos al sistema de referencia del estator!*. 
Esta representación tiene las ventajas de ser independiente de la posición angular 0*% y reducir 
la dimensión del sistema de ecuaciones diferenciales. Por otra parte, las variables de estado en 
este modelo están acopladas. 


Un nivel de simplificación y desacoplamiento mayor se obtiene en el modelo al proyectar los 
diversos fasores espaciales con respecto a una referencia determinada. Estas proyecciones son 


14 Sistema de ecuaciones 7.93 y figura 6.6. 
'S Aun cuando se mantiene la dependencia con la velocidad angular 0,. 
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Figura 7.37 Comparación de las características par-deslizamiento con el devanado auxiliar 


conectado y desconectado 


equivalentes a realizar una rotación de los vectores espaciales a las coordenadas dq analizada 
en el capítulo 4. En la transformación clásica a coordenadas dq el ángulo de rotación se define 
entre la referencia del estator! y la posición del rotor. En general, se pueden seleccionar infinitas 
referencias de rotación completamente arbitrarias tales como la posición del fasor espacial de 
la corriente del estator, la corriente del rotor o la corriente de magnetización y la selección de 
cualquiera de estos patrones depende del análisis o la aplicación que se está realizando: 


. El vector espacial de la corriente del estator puede ser medido directamente. 


. El vector espacial de la corriente de magnetización está asociado directamente con el flujo 


resultante en el entrehierro y con la producción del par eléctrico. 


. El vector espacial de la corriente del rotor tiene incidencia sobre el rendimiento de la 


máquina y la transferencia de potencia al eje mecánico. 


. Posición arbitraria 6, permite acelerar la integración numérica de las variables de estado 


del modelo cuando se sintoniza esta referencia con las fluctuaciones de las fuentes o de la 
velocidad de rotación. 


. El vector espacial de la corriente de magnetización modificada puede desacoplar las de- 


rivadas de los vectores espaciales de las corrientes del estator y rotor proporcionando un 
modelo de la máquina de inducción donde se puede independizar la generación del flujo y 


16 Generalmente el eje magnético de la fase a. 
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Figura 7.38 Par eléctrico y velocidad angular de la máquina de inducción excitada con un sis- 
tema de tensiones trifásicas balanceadas 


la producción del par.!” Es una de las referencias más utilizada en la literatura y se conoce 
como modelo de campo orientado. 


En la figura 7.38 se muestra el par eléctrico y la velocidad angular producida por una máquina de 
inducción excitada mediante un sistema de tensiones trifásicas balanceadas utilizando el modelo 
7.93 definido en el sistema de coordenadas de las corrientes del estator. El código fuente 6 
desarrolla el modelo numérico de la máquina de inducción en este sistema de coordenadas. 


La corriente de magnetización modificada que determina la referencia del modelo de campo 
orientado se define como: 


il S in(t) FO”) (7.85) 


El término Me refiere al sistema de referencia del estator todo el campo magnético producido 
por las corrientes del rotor que atraviesa el entrehierro de la máquina. En la figura 7.39 se pre- 
senta un diagrama de los vectores espaciales correspondientes a las corrientes de la máquina. El 
vector espacial de la corriente del estator se puede representar mediante dos componentes orto- 
gonales, una paralela al fasor espacial de la corriente de magnetización i,, y la otra en cuadratura, 


17 La difusión de este modelo se debe a la posibilidad de utilizar los esquemas de control de las máquinas de 
corriente continua para regular la velocidad de las máquinas de inducción. 
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Algoritmo 6 Modelo de la máquina de inducción en vectores espaciales referidos al estator 


//Modelo dinámico de la máquina de inducción 
//Programa principal (Scilab 3.0) 


global R L L_1 G Jm Tm Ve j VS Ler 

j=%i;VS=sqrt (2/3)*[1 exp(j*2*%pi/3) exp(j*4x* %pi/3)]; 
Re=.02; Rr=0.06; Le=3.1; Lr= 3.1; Ler=3.0; Jm=250; 
Ve=1;Tm=0; 

R = [Re 0;0 Rr]; L=[Le Ler;Ler Lr]; G=[0 0;Ler Lr]; L_1=inv(L); 
x0=[0;0;0;0;0;0] ;t0=0;t=0:0.001*377: .5*377; 
x=ode(x0,t0,t,maquina) ; 

subplot (2,1,1) 

plot (t/377,x(5,:)) 

Te=Ler*imag((x(1,:)+j*x(2,:)) .*(x(3,:)-j*x(4,:))); 
xgrid 

subplot (2,1, 2) 

plot (t/377,Te) 

xgrid 


//Fin del programa principal 


//Cálculo de derivadas del modelo de la máquina 


function px=maquina(t,x) 
global R L L_1 G Jm Tm Ve j VS Ler 
iae=x(1); ibe=x(2); iar=x(3); ibr=x(4); wm=x(5); theta=x(6); 
ie=iae+j*ibe; 
ir=iar+j*ibr; 
ve=VexVS* [cos (t) ;cos(t-2* %pi/3) ;cos(t-4*%pi/3)]; 
vr=0+3x*0; 
pii = L_1*([ve;vr]-(R-j*wm*G)*[ie;ir]); 
pwm= (Ler*imag(ie*ir’)-Tm)/Jm; 
px(1)=real(pii(1)); 
px(2)=imag(pii(1)); 
px (3)=real (pii(2)); 
px (4)=imag (pii(2)); 
px(5)=pwm; 
px(6)=wm; 


endfunction 


//Fin del cálculo de las derivadas 
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Figura 7.39 Vectores espaciales de las corrientes del modelo de la máquina de inducción 


denominadas ige € ige respectivamente. De acuerdo con la figura 7.39 se tiene: 


igelt) + jige(t) = ice 1° = (iae + Fig.)*(cosd — jsind) > (7.86) 
ide | [| cos —sinó ep 
| ige | y | sinó cosd | | ¡Be | (7.87) 
iae | | cosd sind Lis 
| Be | > | —sinó. cosô | | e | (7.88) 
Donde: 
b= ige + JiBe = Yue tel Fig +e! Fie) = (7.89) 
3 l 
| lae | = | e i | | lae | (7.90) 
Be “Te, da lbe 
V2 V2 
2 : 
HA e eal (7.91) 
lbe === cs IBe 
v6 v2 


2 2 jin 2 «At 
Tn EZA pee ietie) = itet) (1.92) 


Reemplazando la corriente if de la definición 7.85 de la corriente de magnetización modificada 
im en el modelo de la máquina de inducción en coordenadas vectoriales referidas a las corrientes 
del estator 7.93, se obtiene: 
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Vel _ | Re 0 ic rf Le Me 
ve} = [0 R || 4 Gim ic) Mer L, |? 


M.,3m fi (Zeini) O —J6+p0 (7.93) 


Reagrupando las variables de estado del sistema 7.93 se obtiene el modelo de la maquina de 
inducción expresado en coordenadas de campo orientado: 


M y : 
7 Sin {ie in} —Tn(0) = J6 + pO (7.94) 
Donde: 
T, = a (7.95) 
rÑ R, . 


La expresión del par eléctrico en el modelo de la máquina de inducción en coordenadas de 
campo orientado se simplifica si se incluye la definición de la corriente de magnetización 7.85 
y la transformación de la corriente del estator a coordenadas dq 7.86: 


2 g 2 
c= Sm {ie -i*,} = — Sm {ic . T = — M (7.96) 
La ecuación de la tensión del rotor referida al sistema de referencia del estator en el modelo de 
campo orientado es independiente de la derivada de las corrientes del estator. Por otra parte, es 
frecuente que la tensión del rotor es cero v€ = 0. Multiplicando por e~/ 5 la ecuación de tensión 
del rotor y separando esta expresión en parte real e imaginaria se obtienen las dos ecuaciones 
diferenciales escalares siguientes: 

T, Pim + İm = ide (7.97) 


TrimlO — Ê) = ige (7.98) 


Las expresiones 7.96, 7.97 y 7.98 tienen un paralelismo con el modelo dinámico de la máquina 
de corriente continua. La ecuación 7.97 determina el comportamiento del campo! de la máqui- 
na de inducción y se puede controlar ajustando la componente directa de la corriente del estator 


'8 Esta ecuación es similar a la ecuación del campo de una máquina de corriente continua L spif + Reif =Vf. 
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ide. La componente cuadratura ige por otra parte determina mediante la expresión 7.98 el desli za- 
miento (6 — È) existente entre la velocidad angular del campo y la velocidad angular del rotor!?. 
El par eléctrico 7.96 queda determinado por el producto de la magnitud de la corriente de campo 
im y la componente cuadratura de la corriente del estator2?. Una de las ventajas más importantes 
de este modelo reside en la posibilidad de regular el par y la velocidad de la máquina mediante 
el control de las corrientes del estator. Con el uso de fuentes de corriente controladas, es posible 
accionar la máquina a velocidad variable sin utilizar la ecuación de las tensiones del estator. 


El modelo escalar completo en coordenadas de campo orientado es: 


2 
ige 


g= e] RER GN eR R 
Dide = ( e— TE) Vde — ( or rTP Jide + Omlge + FF + rim 


; . idel M2, 1 Man. Mo. 
Plge = Omlde Ti, (Le L ) { (Re +R, 2 Jige ~ L Onlin — Vge 
JA ide —m (7.99) 
Pim = E 
1 
pó = Om + 2 


Trim 
1 | M,. a 
POm = 7 { in “lge —Tm(@n) } 


El modelo de campo orientado 7.99, requiere que la corriente de magnetización sea diferente 
de cero im % 0. Si este requisito no se cumple, se pierde la referencia 6, debido a que pô => 
co, En algunos casos es posible asumir que en las condiciones iniciales la corriente i,, tiene 
un valor de remanencia que permita iniciar la integración numérica, pero aun así si durante el 
proceso en algún instante esta corriente se anula, el sistema de ecuaciones diferenciales pierde 
la referencia y debe encontrarse algún modelo alterno que permita continuar la integración. 
El sistema de coordenadas referidas a una posición angular arbitraria Ó permite resolver este 
problema y plantea una generalización del modelo que en muchos casos acelera el cálculo de 
las variables de estado. 


En el modelo de referencia arbitraria se refieren todos los vectores espaciales del sistema 7.100 
a una posición angular 6, que gira a la velocidad 6. Para esto, se multiplican todos los vectores 
espaciales por e”? ô obteniéndose el siguiente resultado: 


Vv] O MA Lo Ma iô 
vê = 0 R, jô + Mo, L p jô +... 
dd dL, Mer if 
T| (5-6)m, (5—6)L, | | iê 
Mo3m di G) ~T,(6) =J6+pÚ0 (7.100) 


El par eléctrico calculado a partir de la integración de las ecuaciones diferenciales, que modelan 
el comportamiento de la máquina, presenta fuertes oscilaciones durante el arranque porque la 


19 Esta ecuación es comparable directamente con el modelo de la armadura de la máquina de corriente continua 
Vo, — GOmif = Rala: 

20 En la máquina de corriente continua el par queda determinado por el producto de la corriente de campo y la 
corriente de armadura 7, = Gi fig. 
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fuente debe incrementar el flujo en el entrehierro para producir el par. Estas oscilaciones son 
semejantes al fenómeno de energización de un transformador. La velocidad también es afectada 
por las fuertes perturbaciones del par eléctrico, pero en menor medida debido al retardo que 
introduce la inercia. 


VII.9 CONTROL DE VELOCIDAD 


La máquina de inducción proporcionó desde su invención a finales del siglo XIX un mecanismo 
conveniente para la conversión electromecánica de energía porque además de ser simple, robus- 
ta y económica, utiliza directamente fuentes de corriente alterna polifásicas. Las máquinas de 
corriente continua requieren sistemas de rectificación que si son controlables en tensión permi- 
ten la regulación de velocidad. Las máquinas de inducción tienen una reducida controlabilidad 
de la velocidad cuando operan en régimen permanente alimentadas por una fuente de tensión 
alterna de frecuencia industrial, pero cuando son alimentadas con tensión y frecuencia variable 
es posible regular la velocidad mecánica de estos convertidores. Durante mucho tiempo esto fue 
poco práctico porque para obtener sistemas de frecuencia variable se requerían varias máqui- 
nas operando conjuntamente?!. Hoy en día los controladores electrónicos de potencia ofrecen 
una gran variedad de fuentes reguladas que han permitido que la máquina de inducción sea una 
alternativa importante para el accionamiento de cargas mecánicas a velocidad variable. 


VII.9.1 Control tensión-frecuencia 


Variando la frecuencia de las tensiones aplicadas a las bobinas del estator, cambia la velocidad 
sincrónica de la máquina. La variación de la frecuencia afecta proporcionalmente las reactancias 
de magnetización y dispersión en el circuito equivalente, pero las resistencias se mantienen 
aproximadamente constantes, considerando que el efecto pelicular es poco pronunciado??. Para 
que la densidad de flujo magnético se mantenga prácticamente constante, y en los límites de 
diseño de la máquina, es conveniente variar la amplitud de la tensión de alimentación en la 
misma proporción que se varía la frecuencia. De esta forma, la magnitud del par eléctrico es 
similar a la que se obtiene con frecuencia nominal, pero la velocidad es variable. 


En la figura 7.40 se presentan las características par eléctrico-velocidad para una máquina de 
inducción alimentada mediante cuatro frecuencias diferentes, manteniendo constante la relación 
entre la amplitud de la tensión y la frecuencia de alimentación. Si se aumenta paulatinamente la 
frecuencia es posible acelerar una carga mecánica pasando por los puntos 1, 2, 3 hasta alcanzar 
el punto 4. Si la variación de la frecuencia es lenta en comparación con la inercia del conjunto 
máquina-carga mecánica, la corriente se reduce con respecto a un arranque directo. También 
es posible mantener cualquier punto de operación intermedio con el aumento o reducción de la 
velocidad. Operando a baja frecuencia, se incrementa el par de arranque, pero el par máximo de 


21 El equipo denominado Ward-Leonard está configurado por cuatro máquinas: un motor de inducción que acciona 


a una velocidad más o menos constante a un generador de corriente continua, cuyo campo se ajusta para acelerar 
a un motor de corriente continua a velocidad variable, que a su vez acciona a un generador sincrónico cuyo 
devanado de campo regula la tensión generada, y su frecuencia queda determinada por el motor de corriente 
continua. 

Cuando una bobina se realiza con varias vueltas, el efecto pelicular tiende a reducirse si se compara con el 
fenómeno que sucede en un conductor macizo. 


22 
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Figura 7.40 Control tensión-frecuencia constante en la máquina de inducción 


la máquina es prácticamente constante, siempre y cuando las reactancias sean mucho mayores 
que las resistencias del modelo. 


Este controlador de velocidad requiere una fuente de tensión trifásica regulable en magnitud y 
frecuencia. En el pasado esta fuente se podía obtener mediante una máquina sincrónica regulada 
en velocidad y en su campo. Esta solución trasladaba al eje mecánico de la máquina sincrónica 
todo el problema de regulación. Mediante interruptores electrónicos de alta velocidad es posible 
construir fuentes de tensión alterna regulada en frecuencia y magnitud. Esta alternativa desa- 
rrollada durante la década de los treinta con las válvulas de vapor de mercurio, evolucionó en 
la década de los ochenta con la aparición de los tiristores y transistores de gran potencia. Los 
inversores de tensión convierten fuentes de tensión o corriente continua en fuentes de tensión o 
corriente alterna. 


En la figura 7.41 se muestra el mecanismo de inversión en el caso más simple, un inversor 
monofásico. Alternadamente se conectan los interruptores 1,2 y 3,4. Esto conecta la mitad del 
tiempo la carga entre positivo y negativo de la fuente de tensión Vec, el resto del tiempo ocurre 
lo contrario —V,,. El resultado final es una fuente de tensión alterna no sinusoidal, cuya fre- 
cuencia depende de la velocidad de operación de los interruptores. La amplitud de esta fuente 
es constante. Si la fuente de tensión continua Vec es regulable, se puede obtener una fuente cuya 
relación tensión frecuencia sea constante. Mediante el inversor también es posible regular la am- 
plitud de la tensión de salida. Para lograr esto durante algunos instantes en período de conexión 
de un grupo de interruptores, se conectan los interruptores superiores o inferiores para aplicar 
tensión cero sobre las bobinas V = 0, o incluso se conectan los interruptores contrarios en ese 
período, lo que invierte la polaridad. Esta técnica de control se denomina modulación del ancho 
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Figura 7.41 Inversor monofásico y modulación del ancho del pulso 


del pulso, y existen varios métodos que además de regular el nivel de tensión, permiten reducir 
el contenido armónico de la fuente”, 


La máquina de inducción convencional requiere una alimentación polifásica balanceada para su 
operación. Esta fuente se obtiene mediante un puente inversor polifásico. Un puente inversor de 
este tipo posee una rama con dos interruptores por cada fase. En un inversor es necesario conec- 
tar un diodo de descarga libre en paralelo con los semiconductores para permitir —después de la 
desconexión de los interruptores estáticos— la circulación de la corriente inductiva de la carga. 
En un inversor trifásico son necesarios seis interruptores estáticos, en tres ramas. Cada uno de 
estos interruptores debe estar conectado durante la mitad del período total. Los interruptores de 
la misma rama son complementarios, si uno está encendido, el otro debe estar apagado para evi- 
tar un corto circuito en la fuente. Las órdenes de encendido o apagado de los seis elementos se 
encuentran desfasados en — En la figura 7.42 se representa el esquema de un puente inversor 
trifásico, la carga y la forma de onda de las tensiones aplicadas sobre ella. Los interruptores se 
han numerado en el orden correlativo en que deben ser encendidos para producir un sistema tri- 
fásico balanceado de tensiones no sinusoidales de secuencia positiva. La amplitud de la tensión 
es constante, pero su frecuencia depende del período de conexión de los interruptores. 


Descomponiendo las formas de onda de la figura 7.42 en series de Fourier, se puede analizar 
el comportamiento de la máquina de inducción sometida a este tipo de excitación. Si la fuente 
primitiva es de corriente alterna, la tensión de entrada al inversor puede ser variada mediante 
un puente rectificador controlado. La fuente de corriente continua obtenida mediante bancos 
de baterías o por rectificación no controlada de sistemas de tensión alterna, se puede regular 
mediante troceadores de tensión.?* La rapidez alcanzada por los dispositivos electrónicos de 
potencia? permite controlar el ancho del pulso de la onda e incluso su contenido armónico. 


23 Una de las modulaciones más utilizada en la práctica es la conocida como PWM (Pulse Width Modulation), la 


cual ajusta el ancho de cada pulso siguiendo un patrón sinusoidal lo que permite una reducción considerable de 
las armónicas de baja frecuencia. 

Denominados en inglés choppers. 

Tiristores, Transistores de potencia, GTO, etc. 


24 
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(a) Puente inversor trifásico 
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(b) Tensiones aplicadas a la maquina por el puente inver- 
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Figura 7.42 Alimentación de la máquina de inducción mediante un puente inversor trifásico 
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Figura 7.43 Variador de velocidad por control tensión-frecuencia constante 


En la figura 7.43 se muestra el diagrama de un controlador de velocidad para un motor de 
inducción que utiliza el método tensión-frecuencia constante. El sistema realimenta la velocidad 
O la posición del eje mecánico y lo compara con una referencia determinada por el usuario o por 
la aplicación. El error obtenido de la comparación entre las medidas y las referencias es utilizado 
por el controlador para definir las señales de encendido y apagado de los interruptores. Este 
controlador debe introducir un retardo en el proceso para reducir las corrientes de la máquina. 
El controlador varía la amplitud de la tensión de la fuente de energía, que después de ser filtrada 
alimenta al inversor trifásico. El inversor aplica una tensión alterna no sinusoidal a la máquina 
con una frecuencia y una tensión determinada por el controlador. 


VIT. 9.2 Control por campo orientado 


En la figura 7.44 se presenta el diagrama de bloques que corresponde al modelo de la máquina de 
inducción en variables de campo orientado y la transformación desde las coordenadas primitivas 
a estas nuevas coordenadas. En este modelo, el par eléctrico depende del producto de la corriente 
de magnetización y de la corriente cuadratura del estator. Los sistemas de control por campo 
orientado se fundamentan en la posibilidad de ajustar el valor de estas dos variables. 


Tal como sucede en las máquinas de corriente continua, el campo tiene una constante de tiem- 
po relativamente lenta. Para incrementar la velocidad de respuesta del sistema es conveniente 
mantener la corriente de magnetización im en el máximo valor posible?. De esta forma el par 
se controla mediante la corriente cuadratura ige. La corriente de magnetización se controla me- 
diante el ajuste de la corriente directa ige. En régimen permanente estas dos corrientes tienen el 
mismo valor, hecho que se deduce inmediatamente de la ecuación diferencial 7.97. 


El principal problema de los controladores por campo orientado consiste en determinar el valor 
de las corrientes o tensiones de alimentación que producen los valores deseados de las variables 
de campo orientado. La transformación directa e inversa entre variables primitivas y variables 


26 Normalmente el valor nominal, que por lo general está en el codo de saturación del material ferromagnético. 
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Figura 7.44 Modelo de la máquina de inducción en variables de campo orientado 
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de campo orientado dependen de la posición instantánea 6(t) del vector espacial de la corriente 
de magnetización im. Esto presenta un problema importante para este tipo de controladores, 
por las dificultades que tiene la medición o estimación de este ángulo. La medición requiere 
sensores internos en la máquina? . Para estimar la posición del vector espacial de la corriente de 
magnetización se requiere la integración en tiempo real del sistema de ecuaciones diferenciales 
que modelan la máquina. La primera solución es costosa y difícil de implantar en la práctica, la 
segunda alternativa depende de la velocidad del estimador, de la precisión del modelo y de la 
variabilidad de los parámetros durante la operación. 


En la figura 7.45 se muestra el controlador de velocidad de un motor de inducción en coordena- 
das de campo orientado donde se utiliza un inversor controlado en corriente. El inversor inyecta 
las corrientes en el estator de la máquina según la referencia calculada previamente por el con- 
trolador. De la medición directa de las corrientes por las bobinas y de la velocidad del rotor se 
estiman los valores de las variables transformadas mediante un modelo semejante al ilustrado en 
la figura 7.44. Estos valores permiten calcular el par eléctrico y la corriente de magnetización. 
Las estimaciones se comparan con los valores de par y velocidad deseados y el error obtenido se 
utiliza para incrementar o disminuir las referencias de la corriente directa y cuadratura. Las re- 
ferencias de corrientes, obtenidas a partir de las diferencias entre pares y velocidades, deseadas 
y estimadas, se transforman al sistema de coordenadas Q y f, para lo cual es necesario utilizar 
la estimación de la posición del vector espacial de la corriente de magnetización. Las corrientes 
de referencia en coordenadas -œ y p se transforman nuevamente en variables primitivas a, b y 
c. Las corrientes de referencia se aplican como entrada al inversor controlado en corriente. El 
inversor sigue muy de cerca a las referencias de corriente en coordenadas primitivas e inyecta a 
las bobinas de la máquina estas corrientes. 


Es conveniente mantener la referencia de la corriente de campo en el mayor valor posible pa- 
ra incrementar la velocidad de respuesta del sistema. Cuando la máquina excede la velocidad 
sincrónica, se recomienda debilitar el campo para no exceder el límite de la potencia nominal. 


El inversor controlado por corriente es un convertidor electrónico que mide las corrientes por ca- 
da fase del puente y las compara con las referencias. Cuando la diferencia entre el valor medido 
de la corriente en una fase y su referencia exceden un cierto valor de histéresis, se conecta uno 


27 Bobinas exploradoras o pastillas de efecto Hall que detecten la intensidad del campo magnético en el entrehierro. 
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Figura 7.45 Controlador de velocidad en coordenadas de campo orientado 


de los interruptores de la rama del puente que corrige el error. Si la corriente es menor que la re- 
ferencia, se conecta la fase correspondiente a la barra positiva del puente mediante el interruptor 
estatico. Si la corriente es mayor que la referencia se conecta la fase a la barra negativa. Para las 
diferencias comprendidas dentro del rango de la histéresis no se alteran las condiciones previas 
de conectividad de los interruptores. En este control del inversor es necesario un cierto retardo 
en la variación de las corrientes para evitar que la frecuencia de operación de los interruptores 
estáticos sea muy elevada. El retardo depende de la relación entre las inductancias y resistencias 
de la máquina. Aumentar la histéresis del control, disminuye la frecuencia de interrupción, pero 
reduce la precisión en el seguimiento de la referencia. 


El controlador de velocidad de la figura 7.45 también puede ser realizado mediante puentes 
controlados por tensión, pero en este caso es necesario añadir al modelo de estimación de va- 
riables, la ecuación de tensión del estator y calcular las referencias de tensión que producen las 
condiciones del par y velocidad deseadas. 


El principal problema del estimador de variables internas de la máquina es la variabilidad de 
los parámetros con la temperatura, la frecuencia y la saturación. En particular el modelo del 
estimador ilustrado en la figura 7.44 es muy sensible al valor de la constante de tiempo del rotor 
T,, debido a que influye directamente en la magnitud y dirección instantánea de la corriente de 
magnetización. Los errores en la estimación del verdadero ángulo 6 producen errores en la trans- 
formación de coordenadas primitivas a coordenadas de campo orientado, y esta transformación 
es la que permite desacoplar el par eléctrico en dos componentes independientes. Los variadores 
de velocidad modernos incluyen esquemas de control adaptativo que determinan y corrigen en 
línea el valor de la constante de tiempo del rotor utilizado por el estimador de variables. 


VIL.9.3 Control directo de par 


El control directo del par?® es una herramienta empleada frecuentemente en el control de velo- 
cidad de la máquina de inducción. El interés fundamental de esta técnica reside en la posibilidad 
de controlar el flujo y el par sin utilizar modelos de la máquina. Los métodos de control fun- 
damentados en modelos de las máquinas para estimar el par o los enlaces de flujo, introducen 


28 DTC por sus siglas en inglés (Direct Torque Control). 
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Tabla 7.2 Selección del vector espacial de la tensión que realiza la corrección más rápida del 
error de enlace de flujo y par eléctrico para cada una de las seis zonas espaciales 


errores como consecuencia de las hipótesis simplificadoras que se usan”? para su deducción o 
por la variación de los parámetros en la operación”. El control directo del par se fundamenta en 
la posibilidad de obtener el valor del par eléctrico utilizando variables que pueden ser medidas 
directamente en el estator de la máquina.*! El par eléctrico se obtiene del producto vectorial del 
vector espacial’? del enlace de flujo del estator y el vector espacial de la corriente del estator: 


TL. =Me Le (7.101) 


Para determinar el enlace de flujo Ae en la expresión 7.101 se integra la fuerza electromotriz que 
aparece en las bobinas del estator: 


t t i 
Lala | (ve Rei.) dt’ = MAD]: (7.102) 
JO 0 


El módulo del enlace de flujo |A-(t)| y su correspondiente ángulo 6,(t) se pueden controlar 
mediante la selección apropiada de la tensión ve. En un inversor o en un rectificador activo 
existen solamente siete posibles vectores espaciales de la tensión tal como se muestra en la figura 
7.46. Seleccionar apropiadamente el vector espacial de la tensión ve que produce la variación 
deseada del enlace de flujo y del par eléctrico para un estado dado de estas variables genera la 
tabla 7.2. En una de las seis zonas donde puede estar el flujo se escoge el vector espacial que 
incrementa más su variación, con lo cual este vector se acelera o frena para regular el par. 


En la figura se presenta el par eléctrico y el vector espacial del enlace de campo de una máquina 
de inducción cuya velocidad ha sido regulada mediante un control directo de par. En compara- 
ción con el control por campo orientado, este método introduce fluctuaciones muy rápidas del 


par para ajustar su valor medio de acuerdo con la referencia, pero a cambio es prácticamente 


independiente de la variación de los parámetros de la máquina”. 


22 Saturación, pérdidas, ranuras, desequilibrios, etc. 


30 Los cambios en la temperatura del convertidor o la saturación del material ferromagnético pueden ser la causa 
de esta variación. 
Tensiones y corrientes. 
- 27 - 47 
2 x= ¿Ga Hap eT +a 003). 
33 


31 


Con excepción de la resistencia del estator que puede ser ajustada periódicamente, y cuyas fluctuaciones intro- 
ducen errores poco significativos para el controlador de velocidad. 
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Z; Z, 
v(0,0,1)=V, v(0,1,0)=V, L, 
v(0,1,1)=V, ES 


Figura 7.46 Vectores espaciales de la tensión de salida de un inversor activo 


0.7 f T A, imaginaria 


A,real 


0 1 i i L -3 i ni i 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 -2 af 0 1 2 


(a) Par eléctrico (b) Vector espacial del flujo del estator 


Figura 7.47 Par eléctrico y enlace de flujo de un motor de inducción accionado mediante un 
controlador directo de par. 
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VII.10 SUMARIO 


1. El proceso de arranque de la máquina de inducción tiene requerimientos importantes tanto 
para el sistema eléctrico como para el propio convertidor. Cuando se realiza a plena tensión 
las corrientes pueden alcanzar magnitudes superiores a cinco veces los valores nominales. 
Para limitar las caídas de tensión en los alimentadores y el calentamiento de la máquina 
se utilizan diversos arrancadores tales como el estrella-delta, por autotransformador o el 
arranca suave, cuyo fundamento se basa en reducir la tensión aplicada a las bobinas. El 
inconveniente de estos mecanismos de arranque es la reducción del par de accionamiento 
proporcionalmente al cuadrado de la tensión aplicada. 


2. La máquina de inducción con rotor de jaula de ardilla puede incrementar el par eléctrico 
durante el arranque cuando se diseña con barras profundas. El efecto pelicular distribuye 
no uniformemente las corrientes en estas barras dependiendo de la frecuencia del campo 
con que son cortadas. Cuando la velocidad del rotor es cero, la frecuencia es máxima y 
las barras presentan una alta resistencia equivalente debido al efecto pelicular. Durante la 
operación en régimen permanente, el deslizamiento y la frecuencia de corte de las barras 
por el campo son mucho menores y el efecto pelicular se hace despreciable, reduciendo 
la resistencia equivalente del rotor. Las máquinas de inducción de rotor bobinado pueden 
añadir resistencias externas en el rotor durante el arranque para incrementar el par, que si 
se elimina durante la operación en régimen permanente mejora el rendimiento. 


3. Las componentes simétricas son una herramienta eficaz para el análisis desequilibrado de 
la máquina de inducción. Permiten descomponer un modelo acoplado en varios modelos 
desacoplados. Las condiciones de contorno en fase se deben convertir al dominio de la 
secuencia, conformando junto con los modelos de secuencia un sistema cuya solución es 
más simple por no tener acoplamientos entre secuencias. Las componentes simétricas pue- 
den ser aplicadas solamente sobre máquinas totalmente simétricas, pero sus conexiones 
externas pueden tener cualquier clase de desequilibrio. En algunas ocasiones es posible 
determinar un circuito equivalente para ciertas conexiones de desequilibrio, lo que sim- 
plifica la solución del sistema de ecuaciones. Las componentes simétricas tienen gran 
utilidad cuando son aplicadas para desacoplar los modelos transitorios de la máquina de 
inducción. 


4. El modelo de la máquina de inducción puede ser extendido para permitir el análisis de 
armónicas temporales en la fuente de alimentación o por las armónicas espaciales debidas 
a la distribución de los devanados. En estos casos se utiliza el principio de superposición, y 
en cada armónica espacial o temporal se debe analizar su secuencia correspondiente, de tal 
manera que la superposición del par se realice con el signo adecuado. Las reactancias del 
modelo de una armónica temporal se amplifican en este orden mientras que las resistencias 
se consideran prácticamente constantes. En las subarmónicas espaciales ocurre un efecto 
similar pero en este caso hay un decrecimiento de la frecuencia y de la reactancia. Para 
la determinación del deslizamiento de cada armónica o subarmónica se debe tener en 
cuenta su correspondiente secuencia. Cuando las armónicas temporales incrementan las 
corrientes para un determinado deslizamiento, su efecto sobre el par eléctrico es menos 
importante de lo que cabría pensar, debido a la dependencia cuadrática del par con la 
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tensión de alimentación. La distribución de los conductores en las máquinas industriales 
de inducción, reduce considerablemente el efecto de las armónicas espaciales. 


. Generalizando las componentes simétricas polifásicas es posible encontrar una transfor- 


mación que desacople las máquinas tetrafásicas. Esta geometría permite la representación 
de la máquina bifásica de inducción mediante dos secuencias. Los desequilibrios internos 
de la máquina bifásica de inducción pueden ser transformados en desequilibrios externos 
aplicados a una máquina equilibrada. Las máquinas bifásicas tienen un ámbito de aplica- 
ción muy extenso para aquellos accionamientos residenciales, comerciales e industriales 
de baja potencia (< 2kW). En la práctica se utiliza un arranque bifásico mediante un con- 
densador en serie que desfasa la corriente por la bobina auxiliar y cuando se ha alcanzado 
entre un 70-75 por ciento de la velocidad nominal, se desconecta este circuito mediante 
un contactor centrífugo que gira con el eje del motor. Una vez que el circuito auxiliar es 
desconectado la máquina se mantiene operando monofásicamente. 


. Las componentes simétricas y los vectores espaciales permiten representar eficazmente 


la máquina de inducción en régimen transitorio. Estos modelos determinan fenómenos 
no previstos por el modelo clásico de la máquina como las oscilaciones del par eléctrico 
durante un arranque a plena tensión y frecuencia. Los modelos transitorios son necesarios 
para analizar el comportamiento de los controladores de velocidad. Estos modelos pueden 
ser utilizados para estimar el valor instantáneo de variables internas de la máquina como 
el enlace de flujo o el par eléctrico. 


. Con el desarrollo de la electrónica de potencia ha sido posible ampliar el rango de apli- 


cación de la máquina de inducción al control de velocidad. La disponibilidad de fuentes 
de tensión y frecuencia variable permite la operación de estos convertidores a cualquier 
velocidad, con bajas corrientes y altos pares de accionamiento. Los controles de veloci- 
dad por regulación tensión-frecuencia, campo orientado y control directo de par son tres 
soluciones utilizadas frecuentemente. 


VII.11 EJEMPLOS RESUELTOS 


Ejemplo 1: Maquina de inducción con rotor de barra profunda 


Una máquina de inducción de rotor de jaula de ardilla con barras profundas posee los siguientes 
valores de sus parámetros en el sistema adimensional de medidas: 


Determinar 


34. 


1. El deslizamiento del punto nominal, si se asume que los parámetros se han especificado 


en la base de la potencia nominal en el eje. 


34 Es recomendable crear un programa en una aplicación de alto nivel del tipo Scilab®, Matlab® u Octave® para 
obtener los resultados de este ejemplo. 
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2. Las corrientes del estator en las siguientes condiciones: 


a) Arranque (s = 1; @m = 0) 


b) Punto nominal (s = Sy; Om = Onn) 


c) Vacío (s = 0; O, = @ = 1) 


d) Par maximo 


3. La estimación de los parámetros de dicho convertidor hecha sobre la base de las cuatro 
corrientes determinadas en el punto anterior. 


4. El par eléctrico y el rendimiento producido por el convertidor deben estar en función del 
deslizamiento. 


Solución: 


1. El deslizamiento del punto nominal, si se asume que los parámetros se han especificado 
en la base de la potencia nominal en el eje: 


Cuando la máquina alcanza el deslizamiento nominal s,,, el eje entrega a la carga la poten- 
cia nominal 1,0. De esta forma se tiene: 


l—s 
Pejen = — = Rr rr (5n) +R 258 =1,0 (7.103) 
n 
Donde: = 
| Jol So) | a Lon +Rnz Bris | Vin | 
L2(Sn) Rat (Ra +Ra) + 3% 0 
la (Sn) E lelSn) —112(Sn) 
Zm Ze B Zm . 
Vin .=~V.>— ; = X 
th ATA th ZZ, + JAD 
. JXmRm 

Z= R Xe 3 Zm = —— 

e e F J e m Rm + jXm 


En el código 7 se presenta un programa ejecutable mediante la aplicación Scilab 3 que 
permite determinar el deslizamiento nominal a partir de la expresión 7.103. El resultado 
obtenido es: 

Sn = 0,01886 


2. Las corrientes del estator en las siguientes condiciones: 


Con el mismo algoritmo desarrollado en el código 7, es posible determinar las corrien- 
tes siguientes: 
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Algoritmo 7 Determinación del deslizamiento nominal para una máquina de inducción con rotor 


de jaula profunda cuyos datos se expresan en el sistema adimensional de unidades 
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j=%i;i=j;pi=%pi;error_max=1le-3; 


Re=0.02; Rm=100; Rri=0.08; Rr2=0.02; 


Xe=0.10; Xm=4; X12=0.06; X2=0.06; 
Ve=1;Pneje=1; 

Ze =Re+j*Xe; 
Zm=j*Xm*Rm/(Rm+j*Xm) ; 
Zth=Ze*Zm/(Ze+Zm)+j*X12; 
Vth=Ve*Zm/(Ze+Zm) ; 
s=.0001:1/1000:1; 

n=size(s); 

sn=0; Pn=0; 

for i=1:n(2); 


//Definicién de constantes 
//Parámetros resistivos 
//Parámetros inductivos 
//Tensión y potencia nominal 
//Impedancia del estator 
//Impedancia de magnetización 
//Impedancia de Thévenin 
//Tensión de Thévenin 
//Barrido del deslizamiento 
//Tamaño del vector deslizamiento 
//Inicialización de variables 
//Barrido del deslizamiento 


Ter=inv([Zth+Rr1/s(i),-Rr1/s(i);-Rr1/s(i), ((Rr1+Rr2)/s(1))+3*Xx21)*[Vth;0]; 
Zr =((Rr2/s(i)+3*X2).*(Rr1/s(1)))/((Rr2/s(i)+3*X2)+(Rr1/s(i))); 


Vm = ler(1)*Zr; 
Te(i)=Ier(1)+Vm/Zm; 
Iri=abs(Ier(1)-Ier(2)); 
Ir2=abs (Ier(2)); 


Te(i)=(1/s(i))*(Rrixlri72+Rr2*1r272); 


//Cálculo de la tensión de magnetización 
//Almacena la corriente del estator 
//Corriente por Rr1 

//Corriente por Rr2 

//Calculo del par eléctrico 


Peje(i)=((1-s(i))/s(i))*(Rri*Ir1°2+Rr2*Ir272) ;//Calculo de la potencia 


Pent (i)=real(Vexle(i)); 


eficiencia(i)=Peje(i)/Pent(i); 


//Potencia de entrada 
//Eficiencia 


if abs((Peje(i)-Pneje)/Pneje)<=error_max € s(i)<=.1 then 


sn=s (i);Pn=Peje(i);i_n=i; 


end, 


if abs(s(i)-0.08)<=error_max then 


//Almacena el punto nominal 


sTmax=s(i);Tmax=Te(i);i_Tmax=i;leTmax=le(i);//Almacena punto de par máximo 


end, 


end 

//Resultados 

sn Pn In=le(i_n) 

sTmax IeTmax 

Te_vac=Ie(1) Ie_arr=Ie(n(2)) 
subplot (2,1,1) 

plot(s,Te) 

subplot(2,1,2) 
plot(s(1:200),eficiencia(1:200)) 


// Punto nominal 
// Par máximo 
// Corrientes de vacio y rotor bloqueado 


// Gráfico del par 


// Gráfico del rendimiento 
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rR [oo| 0.020 | o2 

Ra] 92 | oons o 

Cae T 
X, 


| E 
Ra [00 | 00s 008 | 
— Xa | 005 | 0060002 | 006 | 
Ra >| 0.03 | 00w00 | 02 


Tabla 7.3 Parámetros obtenidos mediante el programa 8 


Re y) 
oe , ml 
Rm 2 
Xm ,6 4,0000196 4 
Ra y 
02 > 
Rr 


a) Arranque (s = 1; @m = 0) : la = 5,2915 Z — 74,7 p.u. 

b) Punto nominal (s = Sn; On = Omn): len = 5,2915 (214,1 pam. 
c) Vacío (s = 0; On = 0. = 1): leo = 1,1821 Z — 24 p.u. 

d) Par máximo (s = 0,0809): fr, = 1,4784 Z — 44,3 p.u. 


max 


3. La estimación de los parámetros de dicho convertidor hecha sobre la base las cuatro 
corrientes determinadas en el punto anterior. 


Para este fin se puede adaptar el algoritmo ?? presentado en el capitulo 6 para resolver 
la estimación de los parámetros de máquinas con rotor de jaula de barra profunda. El al- 
goritmo 8 es una adaptación que permite resolver este tipo de problemas. En la tabla 7.3 
se muestran los resultados obtenidos: 


4. El par eléctrico y el rendimiento producido por el convertidor en función del deslizamien- 
to. 


En la figura 7.48 se presentan los gráficos del par eléctrico y rendimiento en función 
del deslizamiento para la máquina analizada. 


Ejemplo 2: Conexión desequilibrada de la máquina de inducción 


Una máquina de inducción está alimentada mediante una fuente sinusoidal de frecuencia indus- 
trial en la fase a. La fase b tiene conectada un condensador de valor conocido C. La fase c se 
encuentra en circuito abierto. Determine la expresión del par eléctrico en función del desliza- 
miento. 
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Algoritmo 8 Estimación de parámetros de la máquina de inducción con rotor de barra profunda 


// Los parámetros del circuito equivalente de esta máquina son: 
// Re = .02 p.u. Xe = .10 p.u. Rm = 100. p.u. Xm = 4.0 p.u. 
// X12= .06 p.u. Rri= .08 p.u. X2 = .06 p.u. Rr2= .02 

// Vector de arranque x0: [Xe,Rm,Xm,X12,Rr1,X2,Rr2] 

x0=[.12 92 3.6 .05 .09 .05 .03]* 

// 

//Llamada a la rutina optim que calcula los valores 

// de los parámetros x que minimizan la función de costo. 

// 

[Psi,x,g] = optim(list(NDcost,costo) ,x0); 

// 

// En el vector x se han cargado los parámetros óptimos de la 
// estimación. La solución es: 


// 

Refin = 0.02 // Medición directa de la resistencia estator 
Xefin = x(1) // Reactancia de dispersión del estator 
Rmfin = x(2) // Resistencia de magnetizacién 

Xmfin = x(3) // Reactancia de magnetización 

X12fin= x(4) // Reactancia fuga estator rotor 

Rrifin= x(5) // Resistencia de la barra superficial 

X2fin = x(6) // Reactancia de fuga de la barra profunda 
Rr2fin= x(7) // Resistencia de la barra profunda 

Psi // Costo final 
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Figura 7.48 Par eléctrico y rendimiento con respecto al deslizamiento de la máquina de induc- 
ción con rotor de barras profundas 
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Algoritmo 9 Función de costo a ser minimizada 


aaa EE EEEE EEE EEE E EEEE E EEEE GIORGIO Ha # kkk 
function Psi = costo(x) 

EEE TE TE ACCC GGG ICCA ak 
// Evaluación de la función de costos por minimos cuadrados. 
// Psi = Sumatoria(errores relativos)”2 

// Deslizamientos correspondientes a los ensayos de vacio, 

// carga, par maximo y rotor bloqueado. 


Re = 0.02; // Medicién directa de la resistencia estator 

Xe = x(1); // Reactancia de dispersión del estator 

Rm = x(2); // Resistencia de magnetizacion 

Xm = x(3); // Reactancia de magnetización 

X12= x(4); // Reactancia fuga estator rotor 

Rri= x(5); // Resistencia de la barra superficial 

X2 = x(6); // Reactancia de fuga de la barra profunda 

Rr2= x(7); // Resistencia de la barra profunda 

// 

// Vector de las impedancias de entrada medidas en los ensayos. 
// 

j=%i; // Definición de j como número complejo 

// Los parámetros exactos del circuito equivalente de esta maquina son: 
// Re = .02 p.u. Xe = .10 p.u. 

// Rm = 100. p.u. Xm = 4.0 p.u. 

// X12= .06 p.u. Rri= .08 p.u. 

// x2 = .006 p.u. Rr2= .02 p.u. 


// 
// Los ensayos realizados dieron los siguientes resultados: 
s =[0.0001 0.01886 0.0809 1]?; 


Zmedida = [.2773721+j*4.0832533; .7997782+j*0.360365 
.2122956+3*0.2080942;.0522325+3*0.1893435]; 


// Evaluación de las impedancias calculadas mediante la estimación 
// de los parámetros del modelo. 


// 

Ze = Re+j*Xe; // Impedancia estator 

Zm = (Rm*j*Xm) /(Rm+j*Xm) ; // Impedancia magnetización 

Zth= Ze*Zm/(Ze+Zm)+j*X12; // Impedancia de Thévenin 

Ve = 1.00; // Tensión del estator 

Vth= Zm*Ve/(Zm+Ze) ; // Tensién de Thévenin 

for i=1:4 
TIer=inv([Zth+Rr1/s(i) ,-Rri/s(i);-Rr1/s(i), (((RritRr2)/s(i))+j*X2)])*([Vth;0]; 
Ir(i)=Ier(1); // Almacena la corriente del rotor 

end 

Zr=((Rr2./s+j*X2).*(Rr1./s))./((Rr2./s+j*X2)+(Rr1./s)); 

Vm = Ir.*Zr; // Tensión rama magnetizante 

Im = Vm/Zm; // Corriente de magnetización 

Ie = ImtIr; // Corriente del estator 

Zcalculada=Ve./le; // Impedancia de entrada calculada 


// Cálculo del error relativo entre las medidas y el modelo 
err = (Zmedida-Zcalculada) ./Zmedida; 
endfunction; 
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Solución: 


Para determinar el par eléctrico en función del deslizamiento, es necesario convertir las condicio- 
nes de contorno en las fases al dominio de la secuencia. En un sistema trifásico deben obtenerse 
tres condiciones de contorno independiente, que en este caso pueden expresarse como: 


Ip 
V =V ; W =-—-j— ; lL=0 7.104 
b aC ( ) 


Utilizando la transformación de componentes simétricas 7.7 se obtienen las condiciones de con- 
torno en el dominio de la secuencia: 


1 
V,=V=—(W+V,+V_ 7.105 
Al 0 + ) ( ) 
1 
V, = —(W+0%V,+0V_)=-—2— (h+ 021, Hak) (7.106) 
V3 v3wC 
1 
I, =0= —(bh+al, +01) (7.107) 


V3 


En las expresiones 7.105, 7.106 y 7.107 se relacionan las tres tensiones de secuencia con las 
tres corrientes de secuencia. Para completar el sistema de ecuaciones que permita determinar 
el comportamiento de la máquina de inducción sometida a estas condiciones desequilibradas es 
necesario añadir las tres expresiones que relacionan las tensiones de secuencia con las corrientes 
de secuencia en una máquina de inducción trifásica equilibrada: 


V,=Z4(s)-L, ¿Vo=Z_(5)-L ; Vo=Zo-lo (7.108) 


De esta forma se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: 


1 r 1 . 1 Vo(s) /3V 
I+ az; a U Pace.) DA Vi(s) |=| 0 (7.109) 
Z% z. — V_(s) 0 


Del sistema de ecuaciones 7.109 se obtienen las tres tensiones de secuencia en función del desli- 


zamiento. Conocidas V, (s) y V_ (s), se determina el par eléctrico que produce cada secuencia”: 
ve (s)& 
=p o R Vi (7.110) 
o [(Rn +$) +X] o [(Rin+ 75)? +X] 
Donde: Z 
Ven+ (5) = Za F zY) > Vin- (8) = Z, +Z V_(s) 


35 Es necesario recordar en este punto que la secuencia cero no produce par eléctrico. 
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Ejemplo 3: Armónicas temporales de una máquina de inducción pentafásica 


Determine la dirección en la que las armónicas temporales de una máquina pentafásica de in- 
ducción producen par eléctrico. 


Solución: 


1. PRIMERA ARMÓNICA: Las primeras armónicas de las corrientes de una máquina penta- 
fásica tienen la estructura siguiente: 


ialt) = vV2hkcos(wt) 

TE V2hcos(wr ==) 

i(t) = V2hcos(or— E) (7.111) 
ig(t) = Vincos(or E) 
i(t) = Vh coso E) 


La fuerza magnetomotriz producida por las corrientes 7.111 es: 


: 2kr 2kī 25NI 
Fp (t,0) = V2Ni, Y cos( @t — =, )cos(0 - Ea = VOSA ca — 0) 
k=a 
que es un campo magnético rotatorio de secuencia positiva a = (0. En esta expresión 


a=0,b=1,---,e=4. 


2. TERCERA ARMÓNICA: En este caso se obtiene la expresión siguiente para la fuerza mag- 
netomotriz de tercera armónica: 


= 2k 
Fp3(t,0) = V2NL y cos3(@t — =) cos(6 -—)=0 
k=a 


que es un campo magnético rotatorio de secuencia cero. 


3. QUINTA ARMÓNICA: En este caso se obtiene la expresión siguiente para la fuerza mag- 
netomotriz de quinta armónica: 


e 


F (t,0) = V2NI5 y cos5(wt — 
k=a 


2kT 
5 


2k 
)cos(0 — =) =0 


que es un campo magnético rotatorio de secuencia cero. 
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4, SÉPTIMA ARMÓNICA: En este caso se obtiene la expresión siguiente para la fuerza mag- 
netomotriz de séptima armónica: 


2kT 2kT 


€ 
Frit, 0) = V2NE Y cosT(@t — z \cos(0 — —) = 0 
k=a 


que es un campo magnético rotatorio de secuencia cero. 


5. NOVENA ARMÓNICA: En este caso se obtiene la expresión siguiente para la fuerza mag- 
netomotriz de séptima armónica: 


£ 2kTT 2kT 25N 1. 
F (1,0) = V2NIy y cos9(@t — -z )cos(0 — =) = VND osoa +0) 
k=a 
que es un campo magnético rotatorio de secuencia negativa de velocidad de = —90. 


6. UNDÉCIMA ARMÓNICA: En este caso se obtiene la expresión siguiente para la fuerza 
magnetomotriz de séptima armónica: 


£ 2k 2k 25NI 
F (t,0) = V2NI > cos11(@t — )cos(@ — =) = VSN Aas 1 Tr — 0) 
k=a 


que es un campo magnético rotatorio de secuencia positiva de-velocidad ge = lla. 


En resumen, la secuencia de las armónicas temporales para una máquina de inducción pentafá- 
sica equilibrada es la siguiente: 


AAA A EY AS [| 19 
DIR IAEA N_N 


Ejemplo 4: Selección del condensador de arranque de una máquina de inducción 
monofásica 


Una máquina de inducción monofásica posee un devanado auxiliar construido con la mitad 
de vueltas del principal y con un conductor de igual sección, para permitir el arranque por 
condensador. Los datos de esta máquina son los siguientes: 


Determine el valor del condensador que produce el máximo par de arranque**. 


36 Puede despreciar el efecto de las pérdidas y de la rama de magnetización. 
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Solución: 


En primer lugar es necesario determinar los parámetros del circuito equivalente de esta máquina. 
En el punto nominal de operación actúa solamente el devanado principal y el circuito equiva- 
lente, ilustrado en la figura 7.31. Despreciar la rama de magnetización, simplifica los cálculos 
necesarios para la determinación paramétrica. En este caso: 


Vn 
Ti az _ Fao o 
Ret AR, |E + y] + jKoe +Xor) 
Pre je 
= —E£-— /-arccos(0,80)= 8,741 Z — 36,87A (7.112) 
Va “COS On Mn 


De la expresión 7.112, obtenemos las siguientes relaciones: 


Re +9,257R, = 10,060 
X.+X, © 2X, =7,55Q 


En el punto nominal se entrega el par nominal en el eje: 


Preje 500 9 R, 1 1 
Ten = o = zarzor = 28059 Nm = Lon - >> 
n 60 AY n 
2 Ton: O 
* — — 0.79250 


Re = 10,06 — 9,257 x 0,7925 2,7238 Q 
Xe S X, QS 92 


El devanado auxiliar tiene la mitad de vueltas del enrollado principal y la sección del conductor 
es la misma, por tanto su resistencia debe ser la mitad de la resistencia del estator. La reactancia 
depende del cuadrado del nimero de vueltas y por tal motivo la reactancia de esta bobina es la 
cuarta parte de la reactancia del devanado principal. En resumen: 


La relación de transformación a = We = 2, permite determinar la impedancia Zy, de acuerdo 
aux 
con la expresión 7.80 como: 


Ze = @(- + Laur) -Zp = 


4(—jXe + 1,3619 + j0,94375) — 2,7238 — j3,775 = 
2,7238 jX, 
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Las impedancias de secuencia positiva y negativa en el arranque son iguales y su valor es: 


Z} =Z = Re +R, + j(Xoe + Xor) = 3,5163 + j7,550 


Introduciendo estos valores en el sistema de ecuaciones 7.84 se pueden obtener las corrientes 
de secuencia positiva J} y negativa [_ para un determinado valor del condensador C, o de la 
reactancia Xe. El par de arranque se obtiene de la siguiente forma: 


R, 2 2 
Te(s=1)= a [a =L] | 
S 


A continuación se presentan los resultados obtenidos al hacer un barrido de la reactancia capa- 
citiva Xe: 


130] 209 | 228 |240 | 269 ] 


(T. | 206Nm | 217Nm | 222Nm | 220Nm | 2,12] 


La reactancia que produce el máximo par en el arranque es aproximadamente 2,2 Q, por esta 
razón la máquina debería utilizar un condensador de 1,2 mF. 


Ejemplo 5: Vector espacial de las tensiones línea-línea 


Utilizando la transformación a vectores espaciales determine: 


1. El vector espacial de las tensiones del estator de una máquina de inducción a partir de las 
tensiones linea a linea. 


2. La potencia activa y reactiva instantanea. 
Solución: 


1. El vector espacial de las tensiones del estator de una máquina de inducción a partir de las 
tensiones línea a línea: 


El vector espacial de las tensiones del estator se obtiene directamente a partir de las ten- 
siones línea a neutro mediante la expresión 6.7: 


2 
Ve = E + avp + æ’ ve) 
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Si se aplica esta transformación a las tensiones línea a linea se obtiene el siguiente resul- 
tado: 


2 
yiL = 2 3 Vab + 0Vpc + 07 Vea) 
2 2 2 
= 3 [(va + vy +a Ve) — (vo + Ave +a va)| = 


2 2 
Z Gota taro -o [Zan av tan) = 


= [ve — 0?v.] = (1 E a?) Ve = 


2 
Ve = 77 Y = —— (va + Ave + Vea) 
2. La potencia activa y reactiva instantánea: 
Para obtener la potencia activa y reactiva instantánea mediante los vectores espaciales 


se realiza el producto del vector espacial de la tensión espacial por el conjugado del vector 
espacial de la corriente: 


2 2 


2 y : ; . . r hae . . 

=3 [(Vala + Voip + veic) + O(Vaic + Vbia + Veip) 40% (Veia + Vpic + Vaip)| = 
2 f Ñ è Le 4 l . . f 

=3 (Vaia + vpi + Veic) — 5 (vait + Vola tVcip + Vela +Vbic +Vaip)| +-+- 


One 
E 


3 . : i : . . 
3 (vai f Pia + Vcip — Veia — Vpic — Vaip) | = 


wI N 


é f Th MI le ey Dar 
(Vala + Vpip + Velo = ¿valle + ip)= ¿vola + il) — zelia +ip)| + 


2 
Y + I5 


3152 


— (Vabic + Vbela + Vcaip) | = 


= (Vaia + Voip + Veic) + j—=(Vabic + Vicia + Veaip) = p + jq 


v3 


VII.12 EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Un motor trifásico de inducción, cuyos parámetros se encuentran dentro de los límites 
teóricos, se conecta como se muestra en la figura 7.49. Determine: 
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al) Ay 


Figura 7.49 Conexión monofásica de una máquina de inducción trifásica 


Re=OOIpu | Xoe 202p | Xr =3pú | Kn =30pu |V, = HOV 


Xı2 = 0,15 pu | Ra = 0,15 pu | Rm = 0,06 pu In =97A 


Tabla 7.4 Parámetros del motor de inducción del ejercicio 3 


a) El valor de X. para que la máquina arranque con par máximo. 
b) El deslizamiento nominal de la máquina. 


c) El rendimiento del punto nominal. 


2. Conocidos todos los parámetros de una máquina de inducción con rotor de doble jaula, 
realice un algoritmo que permita calcular: 


a) El par máximo de la máquina. 


b) El deslizamiento correspondiente a una potencia específica en el eje. 


3. De un motor de inducción de doble jaula se conocen los parámetros y valores nominales 
que se expresan en la tabla 7.4. Calcule: 


a) El par de arranque con una tensión de la fuente de 400 V. b. 


b) La potencia nominal en el eje del motor y el rendimiento en este punto de operación. 


4. Un motor de inducción trifásico balanceado con sus valores dentro de los límites teóricos 
para su circuito equivalente, se alimenta con tensión y frecuencia nominal en su fase a, 
mientras que en cada una de las fases b y c, se conecta una reactancia capacitiva de valor 
0,2 pu. Determine: 


a) El par y la corriente de arranque de la máquina en estas condiciones. 
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b) El rendimiento en el punto nominal de operación. 


5. Una máquina monofásica de inducción con arranque por condensador de 1,5 H P, 208 V, 60 Hz,factor 
de potencia 0,77, rendimiento nominal 65 % y velocidad nominal 1.700 rpm, tiene un de- 
vanado auxiliar con un tercio de vueltas del principal, pero su resistencia es idéntica a la 
del principal. Determine: 


a) El condensador necesario en el circuito auxiliar para que la máquina arranque con 
un campo magnético rotatorio. 


b) La corriente y el par de arranque conectando el devanado auxiliar sin el condensador 
de arranque. 


6. Una máquina monofásica de inducción con arranque por condensador de 1 AP, 120V, 
60 Hz, factor de potencia 0,8, rendimiento nominal 60 % y velocidad nominal 1.650 rpm, 
posee una reactancia de dispersión de 0,4 pu.?” El devanado auxiliar tiene la mitad de 
vueltas del principal, pero su resistencia es el doble. El condensador de arranque es de 
30 uF. Determine: 


a) La corriente y el par de arranque con el condensador conectado. 


b) La corriente y el par de arranque conectando el devanado auxiliar sin el condensador 
de arranque. 


7. Una máquina de inducción monofásica de 1HP, 120V, 3,7A, factor de potencia nominal 
0,7 y velocidad nominal 1.650rpm, tiene en su devanado auxiliar un tercio del número de 
vueltas de la bobina principal y su resistencia es el doble. Durante el proceso de arranque 
se utiliza un condensador de 5 uF, pero cuando la máquina alcanza el 75 % de la velo- 
cidad nominal, el circuito auxiliar se desconecta. La rama de magnetización puede ser 
despreciada. Determine: 


a) La corriente y el par de arranque. 


b) El punto de operación si la máquina se encuentra operando a 1.750rpm. 


8. Calcule el valor de la capacitancia del condensador que es necesario conectar en serie con 
una de las bobinas, para producir un campo magnético rotatorio durante el arranque de 
una máquina bifásica equilibrada, alimentada por una fuente monofásica. Se conoce la 
impedancia de entrada de la máquina de inducción en la condición de rotor bloqueado. 


9. Realice un programa que le permita integrar las ecuaciones de campo orientado que repre- 
sentan el comportamiento transitorio de la máquina de inducción. Simule el arranque en 


37 La rama de magnetización puede ser despreciada en este problema. 
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10. 


11. 


12. 


13. 
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vacío y con plena carga. Represente gráficamente, para las dos condiciones de arranque, 
las siguientes variables en función del tiempo**: 


a) El par instantáneo. 

b) La magnitud de la corriente de magnetización. 

c) La velocidad del vector de corriente de magnetización. 
d) La velocidad del rotor. 

e) Las corriente directa y la corriente cuadratura. 

f) La corriente en la fase a de la máquina. 


g) El lugar geométrico de la corriente del estator desde el arranque hasta el régimen 
permanente. 


Demuestre que independientemente del número de fases de una máquina de inducción, 
siempre es posible su modelación en régimen permanente y transitorio con las ecuaciones 
de campo orientado. 


Demuestre mediante el modelo de campo orientado de la máquina de inducción en con- 
diciones de régimen permanente, que el par máximo se obtiene cuando son iguales la 
componente directa y la cuadratura de la corriente del estator, representada en el sistema 
de referencia rotórico. 


Determine el vector espacial de las tensiones del estator a partir de las tensiones línea a 


línea que alimentan la máquina de inducción””. 


Determine el valor de la potencia activa y reactiva instantánea a partir de las definiciones 
de los vectores espaciales de tensión y-corriente%. 


Sugerencia: puede utilizar cualquier herramienta de cálculo tal como Matlab®, Scilab®, Octave®, Fortran, C++, 


Simulink®, Basic o equivalentes. 
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Sugerencia: aplique la transformación de vectores espaciales a las tensiones de línea a línea. 
Sugerencia: recuerde que la potencia aparente se determina multiplicando la tensión por el conjugado de la 


corriente. 
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CAPITULO VIII 


La máquina sincrónica 


Las máquinas de corriente continua y de inducción tienen un amplio rango de aplicaciones in- 
dustriales tales como tracción, bombeo, control y otros!. Sin embargo, la operación del sistema 
eléctrico de potencia requiere la conversión de grandes cantidades de energía primaria?, en ener- 
gía y potencia eléctrica. La energía eléctrica puede ser transportada y convertida en otras formas 
de energía en forma limpia y económica. La máquina sincrónica es hoy por hoy el convertidor 
más utilizado para realizar esta tarea. 


Dependiendo del sistema mecánico de accionamiento”, las máquinas sincrónicas pueden cons- 
truirse de rotor liso, cuando deban operar en altas velocidades*, o con rotor de polos salientes, 
cuando son accionadas a menor velocidad. En la figura 8.1 se observan tres salas de máquinas, 


dos de plantas de generación hidroeléctrica y una térmica”. 


Aun cuando un gran porcentaje de máquinas sincrónicas se emplean como generadores en las 
plantas de producción de energía eléctrica —debido fundamentalmente al alto rendimiento que 
es posible alcanzar con estos convertidores! y a la posibilidad de controlar la tensión- en nume- 
rosas ocasiones se emplea a nivel industrial como elemento motriz. Como otros convertidores 
electromecánicos, la máquina sincrónica es completamente reversible y día a día aumenta el 
número de aplicaciones donde puede utilizarse con grandes ventajas, en especial cuando se con- 
trola mediante fuentes electrónicas de frecuencia y tensión variable. El principal inconveniente 
para su uso como motor es que no desarrolla par de arranque, pero si se incluye en el rotor de 
la máquina un devanado auxiliar de jaula de ardilla, es posible obtener par de aceleración como 


Condiciones de motorización o tracción de carga mecánica. 
Petróleo, gas natural, agua, carbón, uranio, viento, oleaje, luz. 
Tipo de turbina hidráulica, térmica, eólica, etc. 
3.000rpm a 50Hz ó 3.600 rpm a 60Hz. 
Guri y Tacoa en Venezuela y la planta nuclear Diablo Canyon en California. 
Las máquinas de inducción no pueden producir par sin pérdidas en el rotor, a diferencia de las máquinas sincró- 
nicas, donde este requisito desaparece. 


Du A UU N -e 


343 


Capitulo VII La máquina sincrónica 


(a) Guri en Venezuela (b) Diablo Canyon en California 


(e) Guri, casa de máquinas (f) Macagua, sala de máquinas 


Figura 8.1 Plantas hidroeléctricas y térmicas. Fotos cortesía de EDELCA, EDC y PG&E 
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VIM.1 Descripción de la máquina sincrónica 


(a) Estator de la máquina sincrónica (b) Rotor de polos salientes 


Figura 8.2 Partes de las máquinas sincrónicas 


motor de inducción hasta una velocidad cercana a la de sincronismo y excitar en el momento 
apropiado la bobina del campo, con la finalidad de sincronizar la máquina a la red mediante 
los pares transitorios adicionales que se obtienen durante este proceso. Si la fuente de alimen- 
tación puede reducir la frecuencia angular de las tensiones o corrientes de armadura a valores 
muy bajos, la máquina es capaz de sincronizarse a esa red y posteriormente ser acelerada al 
mismo tiempo que se incrementa paulatinamente la frecuencia de la fuente. Como la construc- 
ción de fuentes de gran potencia controladas en frecuencia es hoy día factible mediante puentes 
inversores con interruptores estáticos, es posible que en el futuro esta máquina incremente nota- 
blemente su importancia como accionamiento industrial e incluso desplace a las máquinas de 
corriente continua. 


VIT.1 DESCRIPCIÓN DE LA MÁQUINA SINCRÓNICA 


La máquina sincrónica es un convertidor electromecánico de energía con una pieza giratoria de- 
nominada rotor o campo, cuya bobina se excita mediante la inyección de una corriente continua, 
y una pieza fija denominada estator o armadura, por cuyas bobinas circula corriente alterna. Las 
corrientes alternas que circulan por los enrollados del estator producen un campo magnético 
rotatorio que gira en el entrehierro de la máquina con la frecuencia angular de las corrientes de 
armadura. El rotor debe girar a la misma velocidad del campo magnético rotatorio producido 
en el estator para que el par eléctrico medio pueda ser diferente de cero. Si las velocidades an- 
gulares del campo magnético rotatorio y del rotor de la máquina sincrónica son diferentes, el 
par eléctrico medio es nulo. Por esta razón a esta máquina se la denomina sincrónica; el rotor 
gira mecánicamente a la misma frecuencia del campo magnético rotatorio del estator durante la 
operación en régimen permanente. En la figura 8.2 (a) y (b), se observa el estator y rotor de una 
máquina sincrónica de polos salientes. 


Durante la operación de la máquina sincrónica en régimen permanente, la velocidad mecánica 
del rotor es igual a la velocidad angular del campo magnético rotatorio producido por el estator. 
En estas condiciones, sobre los conductores o bobinas del campo no se induce fuerza electro- 
motriz. Para producir fuerza magnetomotriz en el rotor es necesario inyectar corriente en esta 
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bobina mediante una fuente externa. De esta forma se obtienen dos campo magnéticos rotatorios 
que giran a la misma velocidad, uno producido por el estator y otro por el rotor. Estos campos 
interactúan produciendo par eléctrico medio y se realiza el proceso de conversión electromecá- 
nica de energía. De acuerdo con la expresión 4.44, la condición necesaria, pero no suficiente, 
para que el par medio de la máquina sea diferente de cero es: 


We = p ` Om (8.1) 


Donde: 


p es el número de pares de polos de la máquina sincrónica. 


La bobina del rotor o campo de la máquina sincrónica se alimenta mediante la inyección de 
corriente continua, como se mencionó anteriormente, con la finalidad de producir un campo 
magnético de magnitud constante, semejante al de un imán permanente, pero de una intensidad 
mucho mayor. Debido a que el rotor de la máquina gira en régimen permanente a la velocidad 
sincrónica, el campo magnético constante producido en este sistema se comporta, desde el punto 
de vista del estator, como un campo magnético rotatorio. En la figura 8.3 se ha representado el 
esquema básico de una máquina sincrónica trifásica de polos salientes. 


Para evaluar la magnitud del par en una máquina sincrónica se puede recordar la expresión 4.55: 


T, =k-F,F, sinó (8.2) 
Donde: 

k es una constante de proporcionalidad que depende de la geometría de 
la máquina y de la disposición física de las bobinas 

F, es la amplitud de la distribución sinusoidal de la fuerza magnetomotriz 
del estator 

F, es la amplitud de la distribución sinusoidal de la fuerza magnetomotriz 
del rotor 

ô es el ángulo entre las amplitudes de las dos fuerzas magnetomotrices, 


conocido generalmente como ángulo de carga 


Las fuerzas magnetomotrices del estator Fe y del rotor F, tienen una amplitud constante y para 
que en la expresión 8.2 el par medio resulte constante, es necesario que el ángulo ô entre las 
dos fuerzas magnetomotrices sea constante en el tiempo durante la operación en régimen per- 
manente. Para lograr esto, las dos fuerzas magnetomotrices deben girar a la misma velocidad 
angular. 


Cuando la máquina sincrónica se encuentra desequilibrada, el campo magnético rotatorio pro- 
ducido por las bobinas del estator es elíptico. Este campo se puede descomponer a su vez en 
dos campos magnéticos rotatorios circulares de sentidos contrarrotativos. Para que sea posible 
la producción de par eléctrico medio en estas condiciones, es necesario que la velocidad del ro- 
tor esté sincronizada con uno de los dos campos magnéticos contrarrotativos. El campo que está 


346 


VIM.1 Descripción de la máquina sincrónica 


(a) Modelo elemental demostrativo 


aA A 

Eil 

Y DK 
0 e 


F =F,+aF,+0 F, 
F¡=N pig 
F =N,:1, 
FIN dy 
F.=N si, 


(b) Esquema básico 


Figura 8.3 Esquema básico de una máquina sincrónica trifásica de polos salientes 


347 


Capitulo VII La máquina sincrónica 


fuera de sincronismo y gira en el sentido contrario del rotor, produce par eléctrico transitorio, 
pero su valor medio es cero. 


Si se cortocircuita la bobina de campo en el rotor de la máquina sincrónica, es posible en ciertos 
casos acelerar el rotor como si fuera un motor de inducción con rotor devanado. En el campo se 
inducen fuerzas electromotrices con la frecuencia del deslizamiento cuando el campo magnético 
rotatorio del estator corta a los conductores del campo. La fuerza electromotriz inducida en el 
rotor fuerza la circulación de corrientes por este devanado. Aun cuando el par eléctrico puede ser 
muy reducido, en algunas ocasiones este método puede ser utilizado para arrancar en la máquina 
sincrónica sin cargas mecánicas acopladas. 


VIII.2 MODELO DE LA MAQUINA SINCRONICA 


Analizando el comportamiento de los ejes eléctricos de la máquina sincrónica en el sistema de 
coordenadas correspondiente a las bobinas reales o físicas, se satisface el siguiente sistema de 
ecuaciones: 


: d 
[Vabe,¢] = [Raves] [iabe,¢] + dí [Aabe, | (8.3) 


En los sistemas lineales, la relación entre las corrientes que circulan por las bobinas y los enlaces 
de flujo que las enlazan vienen dados por la relación: 


[Aabe,¢(9, i) | = [Labe,¢(@)| liave, f] (8.4) 


Sustituyendo esta relación en la expresión 8.3 se obtiene el resultado siguiente: 


A a a, d0 d ; 
Pubes] = [Robe] lial Pai] [ie Ae SPF [Ea] [iate] = 


[Rane,f| liabe,f + [Labe,r| p-[iabe,] +Ô- [Tabc, 1) [iabe,f]| (8.5) 


El sistema de ecuaciones diferenciales 8.5 representa el comportamiento dinámico de las bobinas 
de la máquina sincrónica en coordenadas primitivas. Este sistema se expresa en forma canónica 


como: A f 
p liané s= [Lavet] ¿Alvave,1] — | [Rancs] +Ò- [Tabc,1]) liaver] y (8.6) 


La matriz de inductancia [Labs depende de la posición relativa O del rotor con respecto al 
estator, por esta razón la matriz de transición de estado también depende de la posición angular 
del rotor. Si la velocidad de la máquina es constante, la posición angular del rotor es: 


0 = Oo + Ont (8.7) 


La solución del sistema 8.6 puede obtenerse mediante métodos numéricos de integración, uti- 
lizando algoritmos tales como Euler, Runge-Kutta o Adams, entre muchos otros. El principal 
inconveniente que se presenta es la necesidad de evaluar e invertir la matriz de inductancias 
de la máquina en cada paso de integración, debido a la dependencia de esta matriz con la po- 
sición angular del rotor. Los computadores personales actuales son capaces de resolver este 
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problema, aun cuando en el pasado estos cálculos representaban grandes dificultades. Por este 
motivo durante varias décadas se desarrollaron transformaciones de coordenadas que simplifi- 
can el problema, aceleran notablemente los cálculos y permiten interpretar más fácilmente el 
comportamiento dinámico y estático de la máquina sincrónica. 


Durante los períodos transitorios, la velocidad angular de la máquina cambia y la posición an- 
gular del rotor es una nueva variable de estado que debe ser evaluada para determinar su depen- 
dencia temporal. En este caso es necesario incorporar una ecuación adicional al sistema 8.6 para 
representar el comportamiento dinámico del eje mecánico de la máquina: 


1 A : 
= [lavet] [Tabe,f] liave f] — Tm = JÖ +06 (8.8) 


2 
La ecuación 8.8 representa el balance del par eléctrico y mecánico en el eje del rotor. El par 
acelerante es igual al par eléctrico del convertidor, menos el par resistente opuesto por la carga 
y por las pérdidas mecánicas. La ecuación diferencial de segundo orden 8.8 puede expresarse 
mediante dos ecuaciones diferenciales de primer orden: 


a Ifi: t : - 
Om = 7 (3 labo, 1] [Tabc,f] labo. f] a Y 00) (8.9) 
0 = Om 
Donde: 
J es el momento de inercia del rotor 
Ty es el par mecánico resistente 
104 es el coeficiente de fricción dinámica 


El sistema de seis ecuaciones diferenciales formado por las cuatro ecuaciones del sistema 8.6 
y las dos ecuaciones mecánicas representadas por la expresión 8.9, definen el comportamiento 
dinámico y transitorio completo de la máquina sincrónica de la figura 8.3. Este sistema de ecua- 
ciones diferenciales es no lineal y los coeficientes son variables en el tiempo, por este motivo hay 
que recurrir a técnicas numéricas para evaluar el comportamiento de la máquina o simplificar el 
problema mediante la técnica de transformación de coordenadas. 


En la matriz de inductancia de la máquina sincrónica, se encuentra toda la información necesaria 
para determinar su comportamiento. En la matriz de inductancias se resume la información sobre 
la disposición geométrica de las bobinas, sus acoplamientos, número de vueltas y reluctancias 
de los diferentes caminos magnéticos. Una vez conocida la matriz de inductancias, se puede 
evaluar la matriz de par calculando la derivada parcial de esta matriz con respecto a la posición 
angular del rotor. La matriz de inductancias de la máquina sincrónica esquematizada en la figura 
8.3 posee la siguiente estructura: 


[Labe,¢ (9) | = [Lre(@)] Ly (8.10) 
Laal0) May(0) Mac(®) Maf(0) 
Lee(0)]= | Moal) Loo(8) Myc(@) | 3 [Ley(0)] = [Lye(0)]' = | Mart) 
Mea(®) Meal) Mec(®) M./(8) 
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Donde: 


e es el subíndice referido a las bobinas del estator 
es el subíndice referido a las bobinas del campo 


a,b,c son los subíndices de las tres bobinas físicas del estator 


Para evaluar cada una de las inductancias definidas en la expresión 8.10, es preciso utilizar las 
expresiones 3.10 y 3.11, desarrolladas en el capítulo 3. 


Cada una de las inductancias de la máquina sincrónica se puede representar como una función 
del ángulo 6, que es periódica porque se repite nuevamente cada vez que el rotor realiza un giro 
completo. Esta propiedad permite representar estas funciones mediante expansiones en series de 
Fourier, con el ángulo O como variable. Si la pieza polar se diseña convenientemente”, es posible 
representar las inductancias de la máquina con un número reducido de los términos de la serie. 
La expresión de la matriz de inductancias más simple consiste en considerar términos depen- 
dientes hasta en 20, para las inductancias estator-estator, y términos en @ para las inductancias 
estator-rotor. 


La inductancia del rotor Lr es independiente de la posición O del rotor, debido a que el estator 
de la máquina es aproximadamente liso®. El resto de las inductancias propias y mutuas depende 
de la posición angular 6, si el rotor de la máquina es de polos salientes. Las permeanzas de los 
caminos magnéticos de las bobinas del estator y de los acoplamientos estator-rotor son depen- 
dientes de la posición angular 0. Cuando la pieza polar del rotor se encuentra alineada con una 
de las bobinas del estator, el camino magnético posee la máxima permeanza. Si la pieza polar se 
encuentra en cuadratura con la bobina, el entrehierro es muy grande y disminuye la permeanza. 
La variación de la permeanza depende del ángulo 20 porque una bobina alineada con el polo 
norte del rotor tiene el mismo camino magnético cuando el alineamiento ocurre con el polo sur. 
Estas inductancias se pueden representar aproximadamente mediante las siguientes funciones: 


Laa(@) = Lie + M2ecos20 +++ (8.11) 

20 
Lm (8) = Lje jt MIOS 20 — 7) + °° (8.12) 

4T 
Lec(0) = Lie + Me c0s2(8 — 7) ++- (8.13) 

T 

Map(0) = Mpal 0) = —M ie —M»¿cos2(0 + 6) PEs (8.14) 
Mac(0) = Meq(®) = -Mie — Mzecos2(90— E) +++: (8.15) 
Mpe(0) = Ma (0) = -Mie — Mecos 2(0— Ž) +-+- (8.16) 


Donde?: 


7 Variando el entrehierro para producir una densidad de campo magnético distribuido sinusoidalmente. 

8 Para esta consideración es necesario despreciar el efecto de las ranuras del estator. 

2 En este caso la aproximación se debe a que la dispersión de la bobina no está siendo considerada. La dispersión 
puede ser considerada en el modelo como si estuviese conectada externamente a los bornes de la máquina. 
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3 3 3 
= 5 (Lie +Maze) ; Lg = > (Lie Moe) ; Laf = E (8.17) 
La +Lyg La -Lq 
L e = 5 e = 8.18 
1 3 2 3 (8.18) 
Lie 
Mex (8.19) 


En lo que se refiere a los acoplamientos mutuos estator-rotor, la funcionalidad de las inductan- 
cias es diferente porque al girar el rotor 180, la bobina del campo invierte su polaridad. Las 
inductancias del estator varían entre un valor máximo y un mínimo, siempre positivo respecto a 
la posición angular del rotor. Sin embargo, los acoplamientos mutuos estator-rotor varían entre 
un valor máximo positivo hasta un valor máximo negativo, que en valor absoluto son idénti- 
cos cuando el rotor de la máquina gira 180. Las inductancias mutuas entre el estator y el rotor 
pueden ser aproximadas mediante las siguientes funciones: 


Mar (8) = Mfal0) = Mercos0 ++»: (8.20) 

27 
Mp ¢() =Myp(0) =Mescos(0 ==) +: (8.21) 
M.f(0) = Myc(0) = Mezcos(8—“) +4 (8.22) 


Si el rotor de la máquina sincrónica es liso, todas las inductancias del estator son independientes 
de la posición del rotor. En esta situación la matriz de inductancias [Lape¢(@)| se expresa de la 
siguiente forma: 


Dn Mie Mi. Mep cos e 
Mie Lie Mi. M.fcos(0 — =) 
= 2 
Lave. (9)] Mie Mi Lie M.fcos(0 — 4r) oe) 
M.¢cos@ M.fcos(0 = E) M.fcos(0 — E) Ls 


Aún para el caso de una máquina sincrónica de rotor liso, la solución del sistema de ecuaciones 
diferenciales que determina el comportamiento de la máquina sincrónica requiere el uso de 
métodos numéricos, debido a la dependencia de las inductancias mutuas entre el estator y el 
campo, con la posición @ del rotor. El modelo de la máquina sincrónica de rotor liso o de 
polos salientes se puede obtener mediante transformaciones del sistema de coordenadas. La 
transformación a vectores espaciales y a coordenadas dg0, introducidas en los capítulos V y VI, 
permiten simplificar notablemente estos modelos. 


VIII.3 TRANSFORMACIÓN A VECTORES ESPACIALES 
Para aplicar la transformación de vectores espaciales a las ecuaciones 8.5 y 8.8 que representan 


el comportamiento de la máquina sincrónica en coordenadas primitivas, es conveniente expresar 
por separado las ecuaciones del estator y del rotor: 


[ve] = [Re] lie] + p { [Lee] lie] + [Lef] if} (8.24) 
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vp = Rei + P{ [Lye] lie] +Lyisy (8.25) 


Aplicando esta transformación de vectores espaciales a la expresión 8.24, se obtienen el siguien- 
te resultado: 


3 , 3 , 
Ve = Reie + p i (Lie +Mie) ie + Mee’ i a TE ei) (8.26) 
Donde: 
2 2 

Ve = 3 (va + Av, +a Ve) (8.27) 

2 2 , , 

a [1 æ a° ][Rd lie] = Rie (8.28) 

2 


[1 a a? | [Lee] lie] = 


Lie —Mig =Mi cos20 —cos2(0 AOS 2 (0 — E) 
—Mie Lie —Mie | +Mze | —cos2(0+E) cos2(6 —22) .—cos2(0 — $) lie] = 
—Mie —Mie Lie —cos2(0 =Z) —cos2(0—7) cos2(@— 45) 
3 , 
(Lie + igi. F ¿Mare i E 
-. e A LI 8.29 
= ¿(La+ ade +5! aL Je i; (8.29) 


2 3 de ce 
A SAO a | [Les] U Mre: =Lgpel% iy (8.30) 
Reemplazando las definiciones de los vectores espaciales en la ecuación 8.25 se obtiene: 
f el Oj + a 30, : 
vp = Rye + DA Lay [a] Ljip) (8.31) 


2 


El par eléctrico es: 


7 m T T 
ii =] ¢ 33 els =| e3 ¢@43 
Me t = ¡tz 
E i e E 9) off cit eit lie] + 
¿ST T 8x 
e3 e ES ess e” —e3 
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1 1 
yj Aii E 
2 ¡az an 
e 33 e!3 
3 j Mef 135 jg -jo 1s 
= gpz { (oie)? — (eii)? } TONBE —e ii is = 
1 a is Vx 
= 5(La—Lq)3m { (e ae b+ LaySm{e i ich iy (8.32) 


Las expresiones 8.26, 8.31 y 8.32 modelan la maquina sincrónica utilizando vectores espaciales. 
La principal ventaja de esta transformación consiste en la reducción de las tres ecuaciones del 
estator a una sola en variable compleja. Por otra parte, aun cuando la dependencia angular en 0 
se mantiene en este sistema de coordenadas, las correspondientes expresiones han sido simpli- 
ficadas convenientemente al utilizar los términos e+/®. En la expresión 8.32 correspondiente al 
par eléctrico pueden observarse dos componentes: el par de reluctancia y el par producido entre 
las fuerzas magnetomotrices del estator y del campo. 


VIII.4 TRANSFORMACION A COORDENADAS ROTORICAS 


Para eliminar la dependencia en 0 existente en el modelo de la maquina sincrónica en vectores 
espaciales, es posible referir las variables del estator al sistema de referencia del rotor, el cual se 
encuentra exactamente en la posición @ con respecto al sistema solidario con el estator. Por esta 
razón es posible multiplicar la ecuación del estator por e~}? para referir estas ecuaciones a un 
sistema de coordenadas sincronizado con el eje del campo. Este nuevo sistema de coordenadas 
es conocido como ejes d y q. El eje directo d apunta en la misma dirección que el eje del campo 
f. El eje cuadratura q se encuentra a 90de adelanto con respecto al eje d. De esta forma se 
pueden introducir las siguientes definiciones: 


vid ag iV, = vee J? (8.33) 
E ig + jig=ie 0 (8.34) 
Derivando la expresión 8.34 se obtiene la relación siguiente: 
e}? pie = pia + jpiq+ ji% (8.35) 
Al multiplicar la ecuación 8.26 por el término de rotación e~/® se obtiene: 


: , 1 1 ; 
ev, = Ripe 14 e p EZ +La)ie + 5(La Le i + Las eip) => 


1 ad | , 
vel = Reif! + 5 (La +Lq) (pid! + j0182) + 5 (La — La) (pido + 50129) + Lay (pis + jòis) 
(8.36) 
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Descomponiendo la expresión 8.36 en parte real y parte imaginaria resulta: 
Va = Reig + p (Laia + Lari) = ÖLqiq = Reig + pa — BA, (8.37) 
vq = Reig + p (Lgig) +0 (Laia + Lapiz) = Reig + pag + OAq (8.38) 


Realizando transformaciones semejantes en la ecuación 8.31 se obtiene el resultado siguiente: 
E * 
vf =Rriy +p | 4 lig? + (i) | Lis) = 


ve = Reig +p (Lip +Lafig) = Reis + par (8.39) 


Finalmente, transformando las variables espaciales de la expresión 8.32 correspondiente al par 
eléctrico, se obtiene: 


1 l 
T, = 5(La — Lg) Sm (ay) +LapSm {ei} T= 
= (La —Lg) lalg + Lapiqif = Xaig = Agia = 24 x ¡9 (8.40) 


El sistema de ecuaciones diferenciales que determina el comportamiento dinámico de la máqui- 
na sincrónica se puede expresar de la siguiente forma: 


va = Reid + Bha TOM; 
Vq = Reig + pag + 0), 
vf = Rfi + pag 

JO =A! xi Tn (0) 


(8.41) 


Donde: 
Ag = Lala + Lafif 
Af = Lei +Lafla 
As? ¿e Ud. 
VIII.5 TRANSFORMACION DE PARK 


En la máquina sincrónica, el campo magnético rotatorio producido por las fuerzas magnetomo- 
trices de los devanados estatóricos, gira a la velocidad sincrónica (We. El rotor de la máquina 
también gira a la velocidad sincrónica (0, = (e. Por esta razón es conveniente referir las ecua- 
ciones diferenciales que definen el comportamiento de la máquina a un sistema de coordenadas 
solidario con el rotor. De acuerdo con estos lineamientos se definen los siguientes ejes magnéti- 
COS: 


Ejed : Gira con respecto al estator a la velocidad del rotor y en todo momento se encuentra 
colineal con el eje magnético del campo. 
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Eje q: Rota con respecto al estator a la velocidad del rotor y en todo momento se encuentra 
en cuadratura con el eje magnético del campo. 


Eje 0: Fijo en el estator y se encuentra desacoplado magnéticamente del resto de los ejes 
de la máquina. 


Eje f : Solidario con el sistema rotórico y colineal con el eje magnético de la bobina de 
campo. 


Aun cuando los ejes d y q giran a igual velocidad que el rotor, ambos representan variables del 
estator. El eje 0 es necesario para permitir que la transformación de coordenadas sea bidireccio- 
nal, es decir, se pueda transformar de variables primitivas a variables dq0 y viceversa. El eje 0 
tiene una estrecha relación con las variables de secuencia cero de la transformación de compo- 
nentes simétricas. En la práctica el eje O permite representar flujos de dispersión que no están 
acoplados con otras bobina de la máquina. En la figura 8.3(b) se ha representado el sistema de 
coordenadas dq0 — f. 


La matriz de transformación de coordenadas dq0 — f a coordenadas primitivas se define me- 
diante la relación: 


liave, f| = (Al liago, 1] (8.42) 


Si la transformación anterior se escoge de tal forma que la matriz [A] sea hermitiana!, la trans- 
formación es conservativa en potencia. Cuando la matriz es hermitiana y real, se obtiene: 


liako hS [A]! ligne, ped [abc] (8.43) 


La matriz de transformación [A] se puede obtener multiplicando la transformación de coordena- 
das primitivas a coordenadas ortogonales œß0,!! por la transformación de coordenadas 480 a 
coordenadas dq0:!? 


1 
ia al yA Ya | Tía 
ip | = y = 7 A ig (8.44) 
a l1 x£ 141 ig 
2 2 Va 
la cosg —sin@ 0 ld 
ig |= | sin@ cos@ 0 ig (8.45) 
io (0) (0) 1 ig 
; cos 0 —sin@ z i 
an eee cos (0 — =) —sin (6 — 22) L j 8.46 
t =V3 3 3) 2 ty (8.46) 
ic cos (0 — =) —sin (0 - 4) NE io 


10 Inversa de la matriz de transformación [A] igual a su traspuesta conjugada. 
11 Transformación de Clark. 
12 Rotación en 6 introducida en el capítulo 4. 
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La matriz de la expresión 8.46 se conoce como transformación de Park. La transformación de 
coordenadas primitivas abc, f a coordenadas dq0, f es: 


cos@  cos(0— 22) cos (0 — = 0 

7 -sing =sin(0=25) —sin(e—%) 0 ES 

a] 7 ino =om(o- 2) smog) 0 || & 

©) eal i) E y L 0 (8.47) 
10 3 y2 V2 2 Ic 

if 0 0 0 3 | L's 


La transformación de Park utilizada es hermitiana y por tanto es invariante en potencia: 
P(t) = [vase.1]' [iabe.r] = [IA] [¥ago.r]]" [IA] [éago.r]] = 
= [vaqo.s) IA] IA] [agos] = [vagos] liago.y] = PO) (8.48) 


Aplicando la transformación 8.47 al sistema de ecuaciones 8.5 se obtiene: 


[Vagoy) = [Rago,f| liaqo,f] + [Lago,f] p liaqo,f] +0. [Gago,f) liaqo,f] (8.49) 
Donde: 
[Rago y) = [A]’ Rapa] [A] (8.50) 
[Lago,¢] = [Al o[Labo,f] (4) (8.51) 
[Gago,y] = [aqo,¢] + [Hago,r] = [AF [Tanes] [A] + [A] [Raves] £ [A] (8.52) 


Por otra parte, la ecuación dinámica delmovimiento se puede expresar de la siguiente forma: 


JÖ på = > [iago.s]' [tago,s] [iago.r] —Tn (8.53) 


NI =| 


Evaluando explícitamente las expresiones 8.50 a 8.52 y sustituyendo el resultado en las ecua- 
ciones diferenciales 8.49 y 8:53 se obtiene: 


Vd Ro + Lap —OL, 0 Lafp ld 
Vg wL¿ Re +L¿p 0 OLaf ig 
vo | 0 0 Ro + Lop 0 ig 
vf Lafp 0 0 Ry+Lsp if 
Jpo = (L¿—Lg) igig+Lafigig —P@—Tn (8.54) 


El modelo de la máquina sincrónica obtenido a partir de la transformación de vectores espaciales 
referidos a las coordenadas del rotor 8.41 coincide con el modelo 8.54, obtenido aplicando la 
transformación de Park 8.51. La transformación a vectores espaciales 8.27 y la transformación 
de Clark 8.44 están íntimamente relacionadas. Lo mismo sucede entre la rotación 8.45 y referir 
las variables espaciales del estator al sistema de coordenadas del rotor multiplicándolas por el 
término e~/®. 
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Figura 8.4 Modelo en coordenadas dq0 — f de la máquina sincrónica 


En un sistema trifásico sin neutro no circula corriente de secuencia cero, pero cuando las tres 
corrientes de fase encuentran un camino de retorno, es necesario considerar esta componente. 
La componente de secuencia cero representa la circulación de corrientes iguales y en fase por 
las bobinas de la máquina. Estas corrientes no producen magnetización debido a que la suma de 
las fuerzas magnetomotrices de las tres bobinas es cero. Sin embargo, los flujos de dispersión 
sí poseen componente de secuencia cero. En el modelo de la máquina no existe acoplamiento 
magnético de esta secuencia con el resto de las bobinas. Esta componente no puede producir par 
eléctrico, pero influye en las pérdidas de la máquina y en las fuerzas electromotrices sobre las 
bobinas. En la expresión 8.54 no aparecen fuerzas electromotrices de generación sobre la bobina 
de campo. Esto se debe a que el sistema de coordenadas dq0 es solidario al eje f del campo. Los 
flujos de las bobinas d y q no cruzan tangencialmente a los conductores del campo. Sin embargo, 
en este eje pueden aparecer fuerzas electromotrices por transformación, debido a que el flujo de 
la bobina del eje directo atraviesa el devanado de campo. Por el contrario, el eje cuadratura no 
puede producir ningún efecto sobre el campo debido a que se encuentra permanentemente en 
una posición ortogonal. 


La máquina sincrónica puede ser representada mediante un modelo físico en coordenadas dq0 — 
f, similar al obtenido en el capítulo 4 para la máquina generalizada. En la figura se presenta 
el modelo en coordenadas dg0 — f que satisface las ecuaciones 8.54. En la máquina real, las 
corrientes ig e ig no circulan por ningún devanado físico, para determinar las corrientes reales es 
necesario aplicar la transformación inversa de coordenadas dq0 — f a coordenadas primitivas. 


Cada pareja de escobillas separa las capas de corriente de las bobinas equivalentes. La fuerza 
electromotriz de todos los conductores que forman cada una de las bobina se obtiene en bornes 
de las escobillas. Cuando por un par de escobillas se inyecta una corriente, ésta circula entrando 
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a los conductores a la derecha del eje que define la posición de estas escobillas y saliendo en los 
conductores a la izquierda. Esta configuración produce una fuerza magnetomotriz orientada en 
el eje de las escobillas, tal como se muestra en la figura 8.4. 


Las fuerzas electromotrices de generación que aparecen sobre los conductores se recolectan 
en los circuitos que se encuentran en cuadratura con el flujo que las produce. El campo y la 
bobina del eje d producen generación sobre la bobina del eje q, y la bobina del eje g produce 
generación sobre el eje d, pero sobre la bobina de campo no se produce generación porque este 
devanado no es cortado por el flujo de los demás ejes. En el sistema de referencia utilizado, las 
fuerzas electromotrices de generación aparecen adelantadas 90 con respecto a los flujos que las 
producen. Si en las bobinas primitivas se inyecta un sistema balanceado de corrientes trifásicas, 
se obtienen las siguientes corrientes en el sistema de coordenadas dq0: 


ig z| “os8 cos (0—47)  cos(0-— $5) cos(@t + 0) 
y= E —sind —sin(0— 77) —sin (0-47) | V2L | cos(or+a—2%) | = 
io NE + NE cos(wt+ a — =) 
id cos(@ — wt — 0) 
ig | =V3le | —sin(@ — œt —@) (8.55) 
ip 0 


Si la posición angular O del rotor se sincroniza!% con la variación angular de las corrientes en 


la expresión 8.55, las corrientes en las coordenadas dg0 son independientes del tiempo. En es- 
ta condición, los términos que dependen de las derivadas de las corrientes se anulan. En este 
sistema de coordenadas, corrientes constantes en el tiempo producen fuerzas magnetomotrices 
constantes en las bobinas dq0 transformadas. Como la transformación está sincronizada con la 
velocidad angular de las corrientes durante el régimen permanente, el campo magnético produ- 
cido por las bobinas d y q gira con la misma velocidad y como resultado se obtiene el mismo 
campo magnético rotatorio de la máquina sincrónica en coordenadas primitivas, excitada me- 
diante un sistema trifásico balanceado de corrientes. 


El par electromagnético de la máquina está determinado por la interacción entre fuerzas mag- 
netomotrices no alineadas. Por una parte la fuerza magnetomotriz del campo produce par al 
interactuar con el flujo de la bobina que representa al eje q. La fuerza magnetomotriz del eje 
d produce par en su interacción con la fuerza magnetomotriz del enrollado cuadratura. Exacta- 
mente igual pero con sentido contrario, la fuerza magnetomotriz del eje q produce par con la 
fuerza magnetomotriz del eje d. Si la reluctancia de los caminos magnéticos d y q son iguales, 
estos dos pares se neutralizan. Cuando la reluctancia del eje d es menor que la del eje q, el par 
que produce la fuerza magnetomotriz del eje d sobre el eje q es mayor que en la dirección con- 
traria y se produce un par neto resultante debido a la variación de reluctancia entre los dos ejes. 
Desde otro punto de vista se puede interpretar que la pieza polar intenta alinearse con la fuerza 
electromotriz resultante en la máquina. Si la máquina posee un rotor cilíndrico, este par es nulo. 
En la ecuación 8.40, el par eléctrico se divide en dos componentes: la primera es proporcional 
al producto de la corriente de campo i+ por la corriente de la bobina cuadratura i, y la segunda 


135 @(t) = wt +00. 
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depende del producto de las corrientes ig € ig. Esta última componente se anula si la inductancia 
La es igual a la inductancia Lq. La inductancia Lg está definida por la permeanza del eje directo, 
mientras que L, se define por la permeanza del eje cuadratura. 


En la figura 8.4 se han representado las fuerzas magnetomotrices en coordenadas dq0. Se obser- 
va que sobre la pieza polar aparecerá un par eléctrico que intentará alinear el rotor con la fuerza 
magnetomotriz total. Cuando se analizan las fuerzas electromotrices de generación en el sistema 
de ecuaciones 8.54 se observan dos términos similares: el primero depende de la inductancia L4, 
que es proporcional a la permeanza del camino cuadratura y determina la generación sobre el eje 
directo; el segundo término depende de Lg, es proporcional a la permeanza del camino directo y 
determina parte de la generación sobre el eje cuadratura. 


VIII.6 REGIMEN PERMANENTE 


Para analizar el comportamiento de la máquina sincrónica en régimen permanente es necesario 
excitar los circuitos de armadura con un sistema equilibrado y simétrico de corrientes. Además, 
en estas condiciones el rotor de la máquina debe girar a la velocidad sincrónica. La posición 
relativa del rotor con respecto al sistema de referencia solidario al estator es: 


0 = @t + % (8.56) 


Sustituyendo la expresión 8.56, en la transformación a coordenadas dq0 definida mediante la 
relación 8.55, se obtiene el siguiente resultado: 


ij = v3I,cos(0p — QU: YP- =/3L sin(Op— 0) ; ig=0 (8.57) 


Las corrientes de régimen permanente en coordenadas primitivas, transformadas al sistema de 
coordenadas dq0, son independientes del tiempo. El argumento de las funciones trigonométricas 
(04 — 0%) proyecta la fuerza magnetomotriz producida por el sistema balanceado de corrientes 
primitivas, según las direcciones de los nuevos ejes coordenados. En la figura 8.4 se representa 
el efecto de la transformación para un sistema en régimen permanente y equilibrado. Como las 
corrientes ig, ig € ig Son independientes del tiempo, los términos de transformación son nulos 
en el nuevo sistema de coordenadas y en estas condiciones, las ecuaciones del modelo 8.54 se 
reducen a: 


yg = Reig — OLgig = Reig — Xgig (8.58) 
Va = Reig + OLgig + OLgfif = Reig +Xqgig + ef (8.59) 
V= Rpiş (8.60) 
L= (La — Lq )iaig + La figif (8.61) 
VIII.7 DIAGRAMA FASORIAL 


Mediante la transformación inversa de Park 8.46 se puede obtener la tensión de la fase a: 


2 1 
valt) = os cos 0 —v¿sin0 + O (8.62) 
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La tensión vo es nula debido a que no existe corriente de secuencia cero en el sistema trifásico 
balanceado!*. Por otra parte, la transformación de coordenadas gira a velocidad sincrónica según 
se describe en la expresión 8.56. En estas condiciones se determina la tensión en bornes de la 
fase a de la máquina como: 


valt) = ‘ED [cos(w1 + 8o) — v¿sin(wt + A)| = ¡Bso (va + jvg) ejont eo)] Z 
= Re [v2 AEA ellar+ 6) =- Fe | V2Ve0i(or 6) (8.63) 


De acuerdo con esta expresión, el fasor que representa el valor efectivo de la tensión en la fase 
a del estator de la máquina sincrónica en régimen permanente es: 


: Va y Y 
Ve =VatVq=VatiVg= RF + 4 
v3 “y3 
Con un razonamiento similar para las corrientes en régimen permanente se obtiene la siguiente 
expresión: 


(8.64) 
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Reemplazando las expresiones 8.64 y 8.65 en las ecuaciones 8.58 y 8.59, se obtienen las si- 
guientes relaciones fasorales: 


I. =Ij+I, = lg + jlq (8.65) 


Va = Relg + IXq\q (8.66) 


ME , 
Va = Relg + jXala + dy, i = Relg + jXala + Es (8.67) 


Ve = Vat Vg = Re (Ta 1g) + ¡Xala + ¡Xql, Ef > 


En las expresiones 8.66 a 8.68, los fasores con subíndice d están orientados según la dirección 
del eje directo, y los fasores con subíndice q apuntan en la dirección del eje cuadratura. El fasor 
Es se orienta en la dirección del eje q debido a que representa la fuerza electromotriz producida 
por la corriente del campo ¡f sobre el eje q. En la ecuación 8.67 se observa que el fasor Ey se 
obtiene multiplicando por j!° la fuerza electromotriz e f producida por el campo y dividiendo 
este resultado por el factor 2. Todas las magnitudes de los fasores de las expresiones anteriores 
se han definido en términos de valores efectivos, por esta razón no aparece en la definición de 
cada uno de los términos el coeficiente v2. En la ecuación fasorial 8.68 aparecen los términos 
JXala y ¡X¿X,, los cuales aun cuando aparentan ser caídas de tensión reactivas, en realidad repre- 
sentan fuerzas electromotrices de generación. Es necesario recordar que el operador imaginario 
j produce una rotación de 90. Como el fasor X¿I,¿ está dirigido según el eje directo, el fasor 
jJXalq se orienta según la dirección del eje cuadratura. En otras palabras, el flujo producido por 
la bobina del eje directo de la máquina, corta a los conductores fijos del estator e induce fuerza 
electromotriz de generación en el eje cuadratura. De forma semejante el término X,I, representa 
un fasor con dirección cuadratura, ¡X¿I, rota 90 y el fasor resultante apunta en la dirección nega- 


'4 En el sistema trifásico balanceado se tiene: vy = Va + vp + Ve = 0. 
15 Dirección del eje cuadratura. 
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V, Eje q 


V SRA A iX 1 + jX, 1, +E, 


y Ele d 


Figura 8.5 Diagrama fasorial de la máquina sincrónica de polos salientes en convención motor 


tiva del eje directo. En la figura 8.5 se representa el diagrama fasorial de la máquina sincrónica 
en régimen permanente. 


Si el rotor de la máquina sincrónica es liso, las reactancias directa y cuadratura son iguales, en 
este caso se define una sola reactancia denominada reactancia sincrónica X;. Para la máquina 
sincrónica de rotor liso la ecuación fasorial 8.68 se simplifica cuando se agrupan los términos 
de generación: 

Ve = (Re + jXs) Ie + Er (8.69) 


Las relaciones anteriores están escritas en la convención motor. En otras palabras, las corrientes 
que circulan por las bobinas de la máquina entran por su punto de polaridad relativa. En la 
convención motor una potencia positiva indica que la máquina consume potencia eléctrica. Si 
la potencia es negativa, la máquina genera potencia eléctrica. Las máquinas sincrónicas son 
empleadas con mucha frecuencia como generadores y es ventajoso en estos casos utilizar la 
convención generador en lugar de la convención motor para describir su comportamiento. En la 
convención generador las corrientes de armadura salen por el punto de polaridad de cada bobina. 
En ambas convenciones, la dirección de referencia de la corriente de campo se define entrando 
por el punto de polaridad relativa, porque este eje eléctrico es pasivo y en general consume 
potencia eléctrica. El cambio de convención se realiza invirtiendo el sentido de circulación de 
las corrientes de los ejes directo y cuadratura; para este fin se cambia el signo de las corrientes 
Ie, Ig e I,, en las ecuaciones 8.66, 8.67 y 8.68. La fuerza electromotriz que produce el campo 
no cambia de signo en la nueva convención, debido a que la corriente de campo i mantiene la 
misma referencia en las dos convenciones. De esta forma, la ecuación de la máquina sincrónica 
de polos salientes en régimen permanente y en convención generador se puede expresar como: 


Es = VetRele+ jXalat jXqlq (8.70) 
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D 
A 
E, a 

Vi, 

A. <a le o Ve O O 
I, I, 

Vo... a a F JX qT, 

C ; : 
y Eje d EV ARI Aj IL + ji X qt, 


Figura 8.6 Diagrama fasorial de la máquina sincrónica de polos salientes en la convención ge- 
nerador 


En la figura 8.6 el triángulo AABC es semejante al triángulo ADEF, por esta razón se puede 
establecer la siguiente relación: 
EF DF V, jXa, 


== = > A = > V,= IX, I, 8.71 
AC AB "LI “US Sa 


La tensión V,, aun cuando no posee una interpretación física concreta, es una herramienta muy 
útil en la construcción del diagrama fasorial de la máquina sincrónica de polos salientes. Cuando 
se suma fasorialmente la tensión de armadura en bornes de la máquina Ve, la caída resistiva Rel. 
en el circuito de armadura y el fasor V-, el fasor resultante está orientado en la dirección del eje 
cuadratura tal como se observa en la figura 8.6. Conociendo la posición del eje cuadratura de la 
máquina, es posible proyectar la corriente I, en sus dos componentes, Iq e Iq. Conocido el fasor 
I, se determina la fuerza electromotriz producida por el campo, sumando el término ¡(Xy — 
X,)Iq al extremo del fasor que representa la tensión V, en el diagrama fasorial. Expresando 
matemáticamente el planteamiento anterior, se tiene: 


AE = DZ6 = Ve + Rele + ¡X¿l. (8.72) 
Xale COS be — Rele Sin Qe 
ô = arctan E e 8.73 
4 a + Rele0s ĝe +Xgle Sin z el) 
D = 4/ (Ve + Rele COS Qe +Xgle sin Qe)? + (Xgle cos be — Rele sin be)? (8.74) 
a] = Ha = |Ie| sin(@e + 8) (8.75) 
Es =AE + j(Xg — Xq)la = DZ6 + j(Xg — Xola (8.76) 
Ep =D + (Xq—Xq)lesin(be + ô) (8.77) 


Mediante las expresiones anteriores se determina el diagrama fasorial de la máquina sincrónica 
de polos salientes, conocida la resistencia del estator Re, las reactancias directa X¿ y cuadratura 
Xq la tensión de armadura V., la corriente de armadura Ze y el ángulo del factor de potencia en 
el punto de operación Qe. 
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VIITL.S POTENCIA Y PAR ELÉCTRICO 


Para calcular del par eléctrico se pueden utilizar las expresiones 8.40 o 8.61. Sin embargo, las 
variables independientes de esta ecuación son ficticias y por esta razón es conveniente expresar 
el par y la potencia eléctrica mediante variables asociadas con el diagrama fasorial. Las máqui- 
nas sincrónicas tienen rendimientos muy altos, particularmente cuando son de gran potencia. 
En una máquina sincrónica típica, la potencia mecánica en el eje es prácticamente igual a la 
potencia eléctrica en bornes de la máquina. Empleando esta aproximación es posible desarro- 
llar expresiones del par y de la potencia eléctrica dependientes de variables mesurables en la 
práctica. Con estas condiciones se tiene: 


Pin = Tm’ Om © Pe = Te + We (8.78) 
La potencia eléctrica se determina de la siguiente forma: 
Polt) = Vala + Vblp + Vele = Vala + Valg + voig (8.79) 


En régimen permanente equilibrado, las corrientes y las tensiones en coordenadas transformadas 
son independientes del tiempo. La corriente y la tensión de secuencia cero son nulas. La potencia 
eléctrica se calcula como: 


P.(t) = vaia + Vaig = VIVaV3lg+ V3V¿V 31, = 3(Vala + Vola) (8.80) 


Despreciando la caída de tensión en la resistencia R, en el diagrama fasorial representado en la 
figura 8.6, se deducen las siguientes relaciones: 


EV, ô 

Vecos8 AK = Ey > y= == (8.81) 

d 

V sinó 
Vesind di, => 1, = 2 (8.82) 

Xq 

Vı = Vesin ô (8.83) 
V, = Vecos ô (8.84) 


Reemplazando las ecuaciones 8.81 a 8.84 en la expresión 8.80 se obtiene el siguiente resultado: 


P, 3s sin +3 =p AVE sin26 (8.85) 
El segundo término de la expresión anterior depende de la diferencia entre las reactancias del 
eje directo y cuadratura. En otras palabras, depende de la variación de reluctancia del circuito 
magnético. El primer término depende de la fuerza electromotriz Ef producida por la corriente 
de campo. En una máquina de rotor liso, éste es el único término de la potencia eléctrica que 
interviene en el proceso de conversión de energía. El par eléctrico se calcula dividiendo la expre- 
sión 8.85 por la velocidad angular sincrónica mecánica @m = T , donde p es el número de pares 
de polos de la máquina. El ángulo 6 se denomina ángulo de carga de la máquina y representa la 
diferencia de fase entre la fuerza electromotriz producida por el flujo del campo y la tensión de 
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(a) Potencia activa (b) Potencia reactiva 


Figura 8.7 Potencia eléctrica de la maquina sincronica de polos salientes 


armadura. El ángulo de carga define el estado o punto de operación de la máquina, es análogo a 
la variable deslizamiento en el caso de la máquina de inducción. En la figura 8.7(a) se presenta 
el gráfico potencia eléctrica con respecto al ángulo de carga para una máquina sincrónica típica, 
indicando las dos componentes de la potencia eléctrica y la potencia eléctrica total. 


La potencia aparente en el estator de la máquina sincrónica se calcula de la siguiente forma: 


=3 [(Vala + Valg) + i (Vela — Valq)] = Pe + ¡Qe (8.86) 


La ecuación anterior determina la potencia activa y reactiva de la máquina sincrónica. La poten- 
cia reactiva expresada en función de las variables del diagrama fasorial se obtiene reemplazando 
en la expresión 8.85, las relaciones 8.81 a 8.84: 


EyV. v, 
Qe = 3 (Vzla — Val) £3 T cos 5 — 3—2 (X cos” 8 + Xysin’ 6) (8.87) 


2 
e 
X¿Xy 
En la figura 8.7(b) se representa la potencia reactiva en función del ángulo de carga para una 


máquina sincrónica típica de polos salientes. 


El punto de operación de la máquina sincrónica queda definido al conocer el valor del ángulo 
de carga Ó. En la figura 8.8 se observa que a medida que aumenta la potencia entregada por la 
máquina al sistema eléctrico, se incrementa el valor del ángulo de carga. Sin embargo, la ca- 
racterística potencia eléctrica en función del ángulo de carga tiene un valor de potencia máxima 
que puede entregar la máquina. Si por el sistema mecánico se entrega una potencia mayor, no 
es posible realizar la conversión de toda la potencia y el exceso o diferencia acelerará el rotor. 
Si el rotor de la máquina se acelera, el ángulo de carga aumentará continuamente y la máqui- 
na perderá el sincronismo con el sistema eléctrico de potencia. Cuando ocurre este fenómeno 
es necesario desconectar la máquina sincrónica de la red para evitar las fuertes oscilaciones de 
potencia y la aceleración de la máquina, que es capaz de alcanzar el nivel de embalamiento 
del rotor. 


Para determinar el ángulo de carga correspondiente a la máxima potencia que puede entregar la 
máquina, se deriva la expresión 8.85 con respecto a este ángulo. En el valor max la derivada de 
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Figura 8.8 Variación de la potencia eléctrica con el ángulo de carga y punto de máxima potencia 


la potencia con respecto al ángulo de carga es nula: 


P, E;V, Xi —X, 
one = =x, 0085 + F 1V2 cos 26 (8.88) 
q 
oP, E;V. Xy —X 
—— (Ómax) = f E cos Ómax F aoe vo cos 20max = 0 (8.89) 
065 Xa RX, 


Recordando la identidad trigonométrica cos2a@ = 2cos* œ — 1, se puede expresar la ecuación 
8.89 como una ecuación cuadrática: 


Xa—M EpV. =X, 


212 cos” Snax Smax — Ve 0 8.90 
XX v COS ax + F cos T. f ( ) 

Simplificando la expresión anterior se puede obtener: 

1 X% E 1 
cos? Omar + 7X, =X, e COS Ómax — = 0 (8.91) 
Cuya solucion es: 
XZE? 1 x E 

Onne = arc cos ES e AAA += a A (8.92) 
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Para las máquinas sincrónicas de rotor liso, las reactancias directa y cuadratura son iguales, y en 
este caso se obtiene a partir de la expresión 8.89: 


T EyV, 
Omas = arecos(0) == => Pima = na (8.93) 
2 X; 
VIII.9 CONVENCIONES DE LA MÁQUINA SINCRÓNICA 


En la sección 8.7 se desarrolló el diagrama fasorial de la máquina sincrónica para las conven- 
ciones motor y generador respectivamente. Estas dos convenciones se diferencian tan sólo en 
la referencia de circulación de las corrientes de armadura. En la convención generador, un va- 
lor positivo de la potencia implica flujo de energía desde el sistema mecánico hacia el sistema 
eléctrico de potencia. En la convención motor, los valores positivos representan absorción de po- 
tencia de la red y su entrega por el eje mecánico. En ambos casos la potencia se calcula mediante 
la misma expresión fasorial: 


S=V.IF=VI(cosó + jsing) (8.94) 


Donde: 


($ = ZV — ZI es el ángulo de atraso de la corriente con respecto a la tensión. 


La expresión 8.94 define como referencia la potencia reactiva inductiva. Si la corriente está 
retrasada fasorialmente con respecto a la tensión, al ser conjugada, el término imaginario es 
positivo.!© De esta forma quedan completamente definidos, con respecto a la potencia activa 
y reactiva, los cuatro cuadrantes en los que puede localizarse la corriente de armadura de la 
máquina sincrónica en las dos convenciones más utilizadas. 17 En la figura 8.9(a) y (b) se resumen 
los aspectos y definiciones más resaltantes de estas dos convenciones. 


En la convención generador, un generador inductivo entrega potencia reactiva a la red y un 
generador capacitivo la consume. Un motor inductivo en convención motor consume potencia 
reactiva inductiva. La convención define el sentido de referencia del intercambio. Siempre se 
utiliza el concepto de potencia reactiva inductiva, para mantener la coherencia de la definición 
8.94. En la figura 8.9 (c) y (d) se presentan los diagramas fasoriales de una máquina sincrónica 
de polos salientes, en convención generador y en convención motor, cuando se encuentra gene- 
rando hacia la red potencia activa y reactiva inductiva. En estos dos diagramas se observa que 
aun cuando la corriente se invierte de sentido entre ambas convenciones, las caídas de tensión 
producidas por la corriente de armadura también cambian y los diagramas fasoriales en las dos 
convenciones reproducen los mismos resultados. 


16 Aun cuando la necesidad de conjugar uno de los dos fasores es para determinar el ángulo entre ellos por diferencia 
de sus respectivas fases, si se conjuga la corriente, la referencia es la potencia reactiva inductiva y si se conjuga 
la tensión, la referencia es la potencia reactiva capacitiva. 

17 Motor o generador inductivo. 
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(c) Convención generador 
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(b) Convención motor 


E;=V,-jXq le ¡(XX Ma 


(d) Convención motor 


Figura 8.9 Convenciones motor y generador inductivos de la máquina sincrónica 
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VIII.10 VALORES NOMINALES DE LA MAQUINA SINCRONICA 


Tanto los transformadores, las máquinas de corriente continua, las máquinas de inducción como 
las máquinas sincrónicas, poseen un conjunto de valores nominales o datos de placa que deter- 
minan sus límites de operación en régimen permanente. Los valores nominales están definidos 
por los límites térmicos del convertidor. Si estos límites de temperatura son excedidos durante 
períodos prolongados de tiempo, se produce un rápido envejecimiento del aislamiento de la má- 
quina y un deterioro prematuro de la misma. Los datos de placa de las máquinas sincrónicas son 
los siguientes: 


1. La corriente nominal de armadura: 
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Está determinada por las pérdidas Joule de las bobinas del estator y por las características 
térmicas de la máquina. Las características físicas y químicas de los materiales utilizados 
en el aislamiento de los devanados de armadura, definen la máxima temperatura de ope- 
ración que permiten estos materiales sin que se produzca una degradación prematura de 
los mismos. El sistema de intercambio de calor juega un papel importante porque a me- 
dida que aumenta la capacidad de extracción de calor, es posible incrementar las pérdidas 
sin aumentar la temperatura máxima de las bobinas. Durante la etapa de diseño, y poste- 
riormente en el banco de pruebas, el fabricante define el valor máximo de la corriente de 
armadura, que no excede la temperatura máxima del aislamiento con el sistema de refrige- 
ración utilizado por la máquina. Durante la operación de la máquina este valor puede ser 
sobrepasado por un cierto tiempo, aun cuando exceder la corriente nominal de armadura 
durante periodos prolongados de tiempo o en régimen permanente, reduce la vida útil de 
la máquina. 


. La tensión nominal de armadura: 


La tensión nominal está determinada por las pérdidas en el material magnético de la má- 
quina. Las pérdidas por histéresis y por corrientes parásitas dependen de la densidad de 
flujo máximo en el hierro. La tensión aplicada a las bobinas es aproximadamente igual 
a la fuerza electromotriz en el devanado cuando se desprecian las pérdidas resistivas. La 
fuerza electromotriz en las bobinas es igual a la derivada con respecto al tiempo de los en- 
laces de flujo. A partir de la ley de Faraday, para excitaciones sinusoidales de las bobinas 
de la máquina se obtiene la siguiente expresión: 


Vo = Ee = V20 f -Ne Omax = 4,44 f -Ne -A -Bmax (8.95) 


Como en la expresión 8.95, la frecuencia f, el número de vueltas de la bobina N, y el área 
A de la sección transversal del enrollado son constantes, la densidad de flujo máximo de- 
pende directamente de la tensión de armadura. Por esta razón el fabricante define un valor 
nominal de la tensión de armadura que permite utilizar una densidad de flujo cercana al 
codo de saturación del material magnético, donde las pérdidas del hierro son relativamente 
reducidas. En la práctica las densidades de flujo de diseño se encuentran entre 1,0 y 1,4 me 
para los materiales ferromagnéticos de grano no orientado utilizados habitualmente en la 
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(a) Factor de potencia unitario (b) Condensador sincrónico 


Figura 8.10 Operación de la máquina con potencia aparente nominal con cos@ unitario y pura- 
mente inductivo 


construcción de las máquinas eléctricas rotativas. 


3. La potencia aparente nominal: 


La potencia aparente nominal resume en. un valor de mérito la corriente y tensión nomi- 
nal de armadura, aun cuando no representa en sí mismo un límite térmico. En el sistema 
trifásico balanceado, la potencia aparente nominal es: 


Sn EVO = V3vi (8.96) 


La máquina sincrónica puede operar con potencia aparente nominal en infinitos puntos, 
con diferentes ángulos de desfasaje entre la tensión y la corriente de armadura. En la figura 
8.10 se representan los diagramas fasoriales de la máquina para dos factores de potencia 
notables: unitario y cero inductivo. En el segundo caso se observa que es necesaria una 
fuerza electromotriz mayor. 


4. El factor de potencia nominal: 


En la figura 8.11 se observa que para mantener un factor de potencia inductivo es necesaria 
una mayor fuerza electromotriz producida por el flujo del campo de la máquina sincrónica. 
La fuerza electromotriz depende directamente de la corriente if que circula por la bobina 
del campo. Si bien esta bobina maneja una pequeña fracción de la potencia aparente nomi- 
nal de armadura, las pérdidas resistivas del conductor producen calentamiento local en la 
misma. Por esta razón es preciso imponer un valor de corriente de campo que garantice 
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4 Hed 


Figura 8.11 Máquina sincrónica de polos salientes en el punto nominal de operación 


el funcionamiento en régimen permanente de la máquina sincrónica, sin envejecer prema- 
turamente el aislamiento de esta bobina. Como la corriente de campo está limitada a un 
valor máximo en régimen permanente, también queda limitada la máxima fuerza electro- 
motriz producida por la corriente de campo. A medida que se reduce el factor de potencia 
de la máquina durante la operación a potencia aparente nominal, se incrementa la fuerza 
electromotriz necesaria para mantener el punto de operación. El factor de potencia para 
el cual la fuerza electromotriz producida por el campo es máxima se define como factor 
de potencia nominal. El fabricante, en lugar de expresar el valor máximo de la corriente 
de campo, indica en los datos de placa el valor del factor de potencia nominal, que es el 
mínimo factor de potencia con el cual la máquina puede operar con tensión y corriente 
nominal sin exceder la temperatura máxima de las bobinas del campo. 


. La corriente de campo nominal: 


La corriente de campo nominal es aquella que produce la tensión nominal en la arma- 
dura de la máquina sincrónica cuando ésta se encuentra en vacío y girando a la velocidad 
nominal. Esta corriente es inferior a la corriente máxima del campo definida por el factor 
de potencia nominal en las condiciones nominales de operación. 


. La velocidad nominal: 


El rotor de la máquina sincrónica gira en régimen permanente a una velocidad mecá- 
nica exactamente igual a la velocidad angular del campo magnético rotatorio del estator. 


VIM.11 Lugares geométricos 


Esta velocidad depende de la frecuencia de la red eléctrica y del número de pares de polos 
p de la máquina. La velocidad nominal de la máquina sincrónica es: 


2 
On = Osin = == (8.97) 


VIII.11 LUGARES GEOMETRICOS 


Las posibles condiciones de operación de la máquina sincrónica circunscriben las diferentes 
variables que definen su comportamiento, en ciertos rangos y figuras geométricas, cuando se 
representan gráficamente. Un determinado punto de operación queda definido mediante un dia- 
grama fasorial, pero la variación del factor de potencia genera un lugar geométrico para la fuerza 
electromotriz producida por el campo. El análisis de estos diagramas permite evaluar las diferen- 
tes posibilidades y limitaciones en la operación de la máquina sincrónica. Algunos diagramas 
o lugares geométricos son suministrados por el fabricante de la máquina debido a su utilidad 
e importancia. En otras ocasiones es necesario construirlos a partir de la información disponi- 
ble. Todos los lugares geométricos analizados en esta sección mantienen constante la tensión de 
armadura. 


En las máquinas sincrónicas grandes, la potencia mecánica en el eje es aproximadamente igual 
a la potencia eléctrica. Por esta razón, si la potencia mecánica se mantiene constante, la potencia 
eléctrica es independiente de la intensidad de la corriente del campo. El lugar geométrico de 
la corriente de armadura cuando la máquina opera a potencia eléctrica y tensión de armadura 
constante es una línea recta paralela al eje imaginario, tal como se puede observar en la figura 
8.12. Si para cada uno de los puntos del lugar geométrico de la corriente de armadura a potencia 
constante se realiza el diagrama fasorial de la máquina sincrónica de rotor liso, el extremo del 
fasor que representa la fuerza electromotriz producida por el campo es una línea recta paralela 
al eje real. 


En la figura 8.13 se observa que, durante la operación a potencia eléctrica constante, cuando la 
proyección de la fuerza electromotriz producida por el campo sobre la tensión de armadura es 
mayor que ésta, la máquina entrega potencia reactiva inductiva a la red eléctrica. Si la proyección 
de la fuerza electromotriz sobre la tensión de armadura es menor que la tensión de armadura, 
la máquina consume potencia reactiva inductiva de la red eléctrica. Cuando la proyección de 
la fuerza electromotriz producida por el campo iguala a la tensión de armadura, la máquina se 
encuentra operando con factor de potencia unitario y no consume, ni produce, potencia reactiva 
inductiva. En la máquina sincrónica de polos salientes la situación es mucho más compleja, pero 
proyecciones grandes de la fuerza electromotriz sobre la tensión tienden a inyectar reactivos a 
la red, y en el caso contrario, consumen reactivos del sistema eléctrico de potencia. 


Cuando la tensión y el módulo de la corriente de armadura se mantienen constantes y se permite 
la variación del ángulo del factor de potencia, los lugares geométricos de la fuerza electromotriz 
que produce el campo y de la potencia aparente de la máquina sincrónica de rotor liso son círcu- 
los. El círculo de la potencia aparente está centrado en el origen de coordenadas del diagrama 
fasorial, y el centro del círculo correspondiente al lugar geométrico de la fuerza electromotriz 
producida por la corriente de campo con corriente de armadura nominal, se encuentra en el ex- 
tremo del fasor que representa la tensión de armadura. La fuerza electromotriz que produce el 
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Figura 8.12 Lugar geométrico de la fuerza electromotriz producida por el campo, a potencia 
constante, para una máquina sincrónica de rotor liso 
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Figura 8.13 Zona inductiva y capacitiva del lugar geométrico de la fuerza electromotriz a po- 
tencia constante 
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campo de la máquina sincrónica se encuentra limitada por la máxima corriente de campo; este 
valor se obtiene en la condición de operación nominal de la máquina. Por esta razón existe un 
círculo que representa la fuerza electromotriz máxima que intercepta al lugar geométrico de la 
fuerza electromotriz a corriente nominal de armadura. En la figura 8.14 se representa el círculo 
correspondiente a la corriente nominal de armadura, el lugar geométrico asociado con la fuerza 
electromotriz y el círculo correspondiente a la fuerza electromotriz máxima. La zona de opera- 
ción posible, en régimen permanente, está definida por el área de la intersección de los lugares 
geométricos de la fuerza electromotriz máxima y de la fuerza electromotriz a corriente nominal. 
Fuera de la intersección se excede la corriente nominal de armadura, la corriente máxima de 
campo o ambas. Como la fuerza electromotriz máxima está limitada por la corriente de cam- 
po, esto se traduce en una limitación adicional sobre la corriente de armadura. En una máquina 
sincrónica de rotor liso se cumple la siguiente relación: 


V, E V. -E MD 
Es = Ve + JXl > k = ie a IL] < f (“pe | (8.98) 


x Xs 


En ocasiones, al diagrama se le incorporan varios límites adicionales. Por una parte los análisis 
de estabilidad del sistema de potencia definen unos límites máximos a los ángulos de carga 
de cada una de las máquinas sincrónicas de la red; esto se traduce en una limitación sobre 
las fuerzas electromotrices y corrientes de la máquina. También es posible que la turbina de 
accionamiento o la carga mecánica estén limitadas a la potencia del punto nominal de operación. 
Esto también define una limitación sobre las fuerzas electromotrices y corrientes, tal como se 
discutió anteriormente al analizar los lugares geométricos a potencia constante. 


En algunas ocasiones es necesario definir también la fuerza electromotriz mínima Ef nin, cal- 
culada como aquella que produce la potencia eléctrica nominal con el ángulo de carga corres- 
pondiente a la máxima potencia que puede entregar la máquina en régimen permanente. Esto se 
representa mediante un círculo centrado en el origen de coordenadas del diagrama fasorial. En 
la máquina de rotor liso, la fuerza electromotriz mínima es: 


(8.99) 


En la máquina sincrónica de polos salientes, los lugares geométricos son más complejos. La 
figura 8.15 presenta el lugar geométrico de la fuerza electromotriz de una máquina sincróni- 
ca con polos salientes, el círculo correspondiente a la potencia aparente nominal y el círculo 
correspondiente a la fuerza electromotriz máxima. 


El gráfico de la figura 8.22 se obtiene mediante el programa MATLABO presentado en el código 
fuente 10. 


vIIT.12 CIRCUITO EQUIVALENTE DE LA MÁQUINA SINCRÓNICA 


A partir del modelo 8.54 que define el comportamiento dinámico de las corrientes de la má- 
quina sincrónica en convención motor, se puede modelar la máquina mediante cuatro circuitos 
eléctricos acoplados por términos de generación y transformación, mediante transformadores y 
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Figura 8.14 Lugares geométricos de la corriente y de la fuerza electromotriz a potencia aparente 


constante para la máquina sincrónica de rotor liso 


Algoritmo 10 Lugares geométricos de la máquina sincrónica de polos salientes 
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Van = 1.; Ien = 1.; San = 1.4 % Tensión, corriente y potencia nominal 
CosFin = 0.8; % Factor de potencia nominal 

Xd = 1.2; Xq = 0.8; % Reactancia del eje directo y cuadratura 
Re = 0.0; % Resistencia de las bobinas de armadura 
Fi = 0:-.05:-2*pi; % Vector de posibles fp de operación 

Ie = Ien*(cos(Fi)+j*sin(Fi)); % Vector de corrientes de armadura 

D = Van + (Re+j*Xq).*Ie; % Vector de fasores D para cada corriente 
delta = atan2(imag(D),real(D)); % Vector de ángulos de carga para cada le 


% Cálculo de la corriente Id 
Id = Ien*sin(delta-Fi) .*(sin(delta)-j*cos(delta)); 


Ef = D+ j*(Xd-Xq) .*Id; % Cálculo de la fuerza electromotriz 
Fin = acos(CosFin) ; % Ángulo del factor de potencia nominal 
lex = Ien*(cos(Fin)-j*sin(Fin)); % Fasor de la corriente nominal 

Dx = Van + (Re+jx*Xq)*lex; % Fasor D para la condición nominal 
deltax = atan (imag(Dx)/real(Dx)); % Ángulo de carga nominal 


% Corriente directa nominal 
Tdx Ien*sin(deltax-Fin) .*(sin(deltax)-j*cos(deltax)) ; 
Efx = Dx + j*(Xd-Xq) .*Idx; % Fasor de la fuerza electromotriz máxima 
Efmax = abs(Efx)*(cos(Fi)+j*sin(Fi)); % Magnitud de la fuerza electromotriz maxima 
Definición de ejes cuadrados para el grafico 
Lugar geométrico de la fem (S=cte) 
Lugar geométrico de la pot. aparente const. 
Lugar geométrico de la fem máxima 


axis(’square’); 

plot (Ef) ,hold on; 
plot (Ie); 
plot(Efmax), hold off; 
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Figura 8.15 Lugares geométricos de una máquina sincrónica de polos salientes 
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fuentes de tensión dependientes de corriente. En la figura 8.16 (a) se presenta el circuito equiva- 
lente de la máquina sincrónica de polos salientes. Durante la operación equilibrada en régimen 
permanente, las corrientes ig, ig € if son constantes en el tiempo y la corriente ig es nula. De 
esta forma, el circuito desacoplado correspondiente a la secuencia cero no tiene influencia y las 
inductancias del resto de los circuitos no producen caída de tensión. La corriente del campo se 
puede calcular evaluando el cociente entre la tensión aplicada al campo y la resistencia de esta 
bobina. Los dos circuitos restantes, correspondientes al eje directo y cuadratura, están configu- 
rados tan sólo mediante resistencias y fuentes de tensión dependientes de corrientes que circulan 
por otros circuitos. Asociando con el eje real la polaridad positiva de la corriente y tensión del 
circuito correspondiente al eje directo, y con el eje imaginario la del circuito cuadratura, se re- 
presenta en la figura 8.16 (b) el circuito equivalente fasorial de la máquina sincrónica de polos 
salientes en régimen permanente equilibrado. 


Si la máquina sincrónica es de rotor liso, las reactancias del eje directo y del eje cuadratura son 
iguales y se denomina entonces reactancia sincrónica X;. Para máquinas sincrónicas de rotor liso 
de la figura 8.16 (b) y de las expresiones 8.33 y 8.34, se deduce la siguiente relación: 


Ve = Vat jVq = (Re + jXs) (la + jXq) + JEf = (RSE (8.100) 


En la figura 8.16 (c) se presenta el circuito equivalente en convención motor, de la máquina 
sincrónica de rotor liso en régimen permanente equilibrado. El circuito equivalente de la máqui- 
na sincrónica de rotor liso permite una interpretación simple de las ecuaciones. Esta máquina 
se comporta como una fuente equivalente de Thévenin —cuya tensión de circuito abierto es la 
fuerza electromotriz que produce la corriente de campo sobre la armadura- y la impedancia de 
Thevenin está formada por la resistencia de las bobinas de armadura y por la reactancia sincró- 
nica. La caída reactiva modela la desmagnetización ocasionada por la circulación de la corriente 
de armadura. 


VIII.13 CURVAS EN V 


Estas curvas están formadas por una familia de gráficos que representan la relación entre la 
magnitud de la corriente del estator Ie y la corriente de campo o corriente de excitación ip, 
utilizando como parámetro diferentes valores de la potencia eléctrica. Estos gráficos se realizan 
manteniendo la tensión de armadura en un valor constante, generalmente en su valor nominal. 
Mediante el diagrama fasorial de la máquina sincrónica se pueden obtener directamente las 
curvas en V de la máquina sincrónica. 


En la figura 8.17 se ha representado una familia de curvas en V para una máquina sincrónica de 
polos salientes. Es interesante destacar la linealidad de la curva cuando la potencia eléctrica es 
cero. En este caso todas las caídas de tensión y fuerzas electromotrices coinciden exactamente 
con el eje cuadratura, obteniéndose una relación lineal entre la fuerza electromotriz y la corrien- 
te de armadura. La zona a la derecha del gráfico corresponde a inyección de reactivos desde 
la máquina hacia la red y a la izquierda de la característica de factor de potencia unitario, se 
consume potencia reactiva inductiva desde la red eléctrica. 


Las curvas en V fueron utilizadas en el pasado con la finalidad de evitar los laboriosos cálcu- 
los fasoriales. Estas curvas permiten una rápida visualización de los límites operativos de la 
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Figura 8.16 Circuitos equivalentes de la máquina sincrónica en convención motor 
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Figura 8.17 Curvas en V para una máquina sincrónica de polos salientes 


máquina. Sin embargo, actualmente no es necesario el uso de esta herramienta debido a las fa- 
cilidades de cálculo disponibles. El código fuente 11 realizado en el entorno Scilab® reproduce 
el gráfico de la figura 8.17. El algoritmo utiliza la rutina fsolve!® incorporada en el entorno de 
programación, para determinar el valor del ángulo de carga en cada punto de operación. Este 
código emplea varios métodos empleados habitualmente en el análisis de máquinas sincrónicas 
en régimen permanente. 


VIII.14 MEDICION DE LAS REACTANCIAS PERMANENTES 


Existen diversos métodos para medir las reactancias de régimen permanente de la maquina sin- 
crónica de rotor liso y de polos salientes. Los métodos para determinar la reactancia sincrónica 
de las máquinas de rotor liso y la reactancia del eje directo de la máquina de polos salientes son 
similares. En estos ensayos se acciona la máquina a la velocidad sincrónica, supliendo solamen- 
te las pérdidas mecánicas. En estas condiciones la máquina entrega o consume potencia reactiva 
inductiva dependiendo de la fuerza electromotriz que produce el campo. Como la corriente de 
armadura se encuentra 90 retrasada o adelantada con respecto a la tensión de armadura, la caída 
en la reactancia X, es paralela a esta tensión. El eje cuadratura está ubicado en la dirección del 
fasor de la tensión de armadura. La corriente del eje directo es igual a la corriente de armadura 
y la caída de tensión que produce esta componente de la corriente también está dirigida según el 
eje cuadratura. En la figura 8.10 (b) se muestra esta situación. 


Del diagrama fasorial de la figura 8.10 (b) se deduce la siguiente expresión: 


Es —Ve 


Ef =Vet+Xale, si cosp =0 > X¿= 7 
e 


(8.101) 


18 Las rutinas fsolve de Scilab®, Octave® o Matlab® determinan los ceros de funciones no lineales. 
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//Función de la potencia eléctrica 
function p = Pdelta(delta) 
global ci Ef Ven xd xq Pe; 


VIII. 14 Medición de las reactancias permanentes 


Algoritmo 11 Cálculo de las curvas en V de la máquina sincrónica 


p = Ef(c1)*Ven*sin(delta)/xd+Ven”2x* (xd-xq)*sin(2*delta)/(2*xd*xq)-Pe; 


endfunction 

// 

global c1 Ef Ven xd xq Pe; 

Ven = 1.;Ien = 1.; Sen = 1.; j=%i; 
CosFin = 0.8; 

xd = 0.9; xq = 0.6; 

Re = 0.0; 

Fin = acos(CosFin) ; 


H 

oO 

> 
[i 


Ien*(cos(Fin)-j*sin(Fin)); 
Dx = Van +(Re+j*xq)*lex; 
deltax=atan(imag(Dx)/real(Dx)); 


// Tensión, corriente y pot. nom. 

// Factor de potencia nominal 

// Reactancias del eje dy q 

// Resistencia de armadura 

// Ángulo del fp nominal 

// Fasor de la corriente nominal 

// Fasor D para la condición nominal 
// Angulo de carga nominal 

// Corriente dir. nom. 


Idx =Ien*sin(deltax-Fin) .*(sin(deltax) -j*cos(deltax)); 


Efx = Dx + j*(xd-xq) .*Idx; 
Efmax=abs (Efx) *(cos(Fin)+j*sin(Fin)) ; 
Ef=0.1:.01:2.0; 
kk=0; 

for Pe=0:.2:1.2; 
kk=kk+1 

for 1=1:length(Ef) ; 
delta(1)=0; 

end 

for cl=1:1:length(Ef) ; 
aaa=Pex*xd/(Ef(c1)*Van); 

if abs(aaa) < 1.0, 


// Fasor de 
// Magnitud de la fem maxima 
// Rango de fem 


la fem maxima 


// Rango de potencias eléctricas 


// Iniciación del ángulo de carga 


deltaci=asin(aaa) ; // Estimación inicial del ángulo de carga 

deltaci=fsolve(deltaci(1),Pdelta) ; // Solución de la ecuación no lineal 
// Cálculo de la potencia reactiva 

Q=Ef (c1)*Ven.*cos(deltac1) /xd-Ven72*(xq*cos(deltac1).“2t... 

...¢xd*sin(deltac1) .~2)/(xd*xq) ; 

// Cálculo de la potencia aparente 

//Cálculo de la corriente de armadura 


S=sqrt (Pe*PetQ. *Q) ; 
Te(c1,kk)=S/Van; 
else 
Te(c1,kk)=0; 
end 
end 
end 


// Corriente de armadura (casos no factibles) 


// Gráfico de las curvas en V 
axis([0 2 0 1.5]); // Definición de los ejes del gráfico 
plot(Ef,le(:,1),Ef,le(:,2),Ef,le(:,3),Ef,le(:,4),... 
Ef ,Ie(:,5),Ef,Ie(:,6),Ef,Ie(:,7),); 


plot (abs (Efmax) ,0.0,’x’) // Fuerza electromotriz maxima 
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Una alternativa consiste en anular la fuerza electromotriz producida por el campo reduciendo 
paulatinamente la corriente de campo a cero; en ese momento, a partir de la expresión 8.101 se 
obtiene la reactancia del eje directo de la máquina como el cociente entre la tensión y la corriente 
de armadura. Otro de los métodos se fundamenta también en la expresión 8.101, pero determina 
la fuerza electromotriz Ef desconectando la armadura y midiendo la tensión en bornes, la cual 
coincide exactamente con la fuerza electromotriz de la máquina en vacío. Este método se puede 
simplificar aún más si la máquina se encuentra previamente en cortocircuito girando a velocidad 
sincrónica, con una corriente de campo tal que fuerce la circulación de la corriente nominal por 
la armadura. Si en este preciso instante se desconecta la armadura de la máquina, la tensión en 
bornes es igual a la fuerza electromotriz interna durante el cortocircuito y el cociente con la 
corriente nominal de armadura determina la reactancia del eje directo de la máquina. 


La discusión anterior es válida también para las máquinas sincrónicas de rotor liso. La reac- 
tancia del eje directo es igual a la reactancia del eje cuadratura, y si se aplican los ensayos 
utilizados para la determinación de la reactancia del eje directo, se puede obtener con el mismo 
procedimiento el valor de la reactancia sincrónica de una máquina de rotor liso. 


La reactancia del eje cuadratura se puede determinar a partir de la medición de un punto de 
operación determinado, si se conocen todas las variables y parámetros de la máquina. Conocida 
la potencia, tensión de armadura, fuerza electromotriz, ángulo de carga y reactancia del eje 
directo, es posible obtener el valor de la reactancia cuadratura de la máquina a partir de la 
expresión 8.85: 


Xa 
EA (8.102) 
— VW Y 


Otro método que permite determinar la reactancia del eje cuadratura de la máquina consiste en 
medir la variación de reluctancia cuando se gira el rotor 90 eléctricos. La reluctancia mínima 
corresponde a la reactancia del eje directo y la reluctancia máxima al eje cuadratura. Como las 
dos bobinas poseen el mismo número de vueltas, se puede determinar la reactancia cuadratura a 
partir de esta información y del valor de la reactancia del eje directo. 


Las reactancias del eje directo y cuadratura de la máquina sincrónica representan términos de 
generación, están asociadas con los flujos de la armadura de la máquina y por tanto se asemejan 
más a reactancias de magnetización que a reactancias de dispersión de una bobina. En la práctica 
las reactancias sincrónicas de las máquinas de rotor liso y las reactancias del eje directo de las 
máquinas de polos salientes se encuentran en un rango que oscila entre 0,8 y 1,2 pu de las bases 
propias del convertidor. Las reactancias del eje cuadratura están comprendidas normalmente 
entre 0,5 y 0,7 pu aproximadamente. En algunas máquinas especiales, tal como es el caso del los 
motores sincrónicos de reluctancia, la reactancia del eje cuadratura es mayor que la reactancia 
del eje directo. 


VIII.15 ANALISIS DE LA MAQUINA SINCRONICA CONSIDERANDO LA 
SATURACION 


Cuando el material magnético de la máquina se satura, la relación entre la corriente del campo 
if y el enlace de flujo que esta corriente produce Ay, no es lineal. La característica de la fuerza 
electromotriz Ef producida por el flujo del campo tampoco es lineal con respecto a la corriente 
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de campo. La función Ef(if) se conoce como característica de excitación en vacío e indica 
la variación de las permeanzas del material magnético con el nivel de fuerza magnetomotriz 
aplicada al campo de la máquina. Las máquinas sincrónicas operan normalmente en puntos 
ubicados por encima del codo de saturación y es necesario analizar su comportamiento en estas 
condiciones. El nivel de saturación de una máquina afecta las permeanzas del circuito magnético 
y por tanto sus correspondientes reactancias. La característica de magnetización o curva de vacío 
suministra la información necesaria para corregir las reactancias de la máquina en cada punto 
de operación. 


Las reactancias de la máquina sincrónica representan términos de generación, pero asociada 
en serie con cada una existe una pequeña inductancia de dispersión de la bobina física. Las 
reactancias de dispersión están definidas por caminos magnéticos que se cierran en el aire y 
por esta razón no están sometidas a procesos de saturación. Por este motivo, es conveniente 
separar en dos partes cada una de las reactancias de la máquina sincrónica, una que representa el 
camino de fuga y la otra que representa el camino principal o de magnetización. La reactancia 
de fuga no sufre los efectos de la saturación del material ferromagnético, pero la reactancia de 
magnetización sí es afectada y por ello es conveniente expresar las reactancias de la máquina 
sincrónica de polos salientes de la siguiente forma: 


Xa = Xmd + Xod 
Xg = Xma tU (8.103) 


Separando las reactancias de fuga y magnetización indicadas en la expresión 8.103, se puede 
definir una nueva fuerza electromotriz detrás de las reactancias de fuga de la máquina que indi- 
can el nivel de saturación al que se encuentran sometidas las reactancias de magnetización de la 
máquina. Asumiendo que las reactancias de fuga de los dos ejes son prácticamente iguales, la 
fuerza electromotriz Ee se evalúa mediante la expresión siguiente: 


E, = VO (8.104) 


En la figura 8.18 se presenta una característica de magnetización o curva en vacío típica, donde 
se han indicado las asíntotas que permiten linealizar. 


Para analizar la saturación de la máquina sincrónica es necesario descomponer las fuerzas mag- 
netomotrices producidas por cada eje. La fuerza magnetomotriz de armadura está orientada se- 
gún la dirección de la corriente de armadura y se puede descomponer en dos componentes, una 
en la dirección del eje directo asociada con la corriente del eje directo y otra según la dirección 
del eje cuadratura asociada con la corriente del eje cuadratura. La fuerza electromotriz del cam- 
po está dirigida según el eje cuadratura y debe ser producida por una fuerza magnetomotriz que 
está adelantada 90 con respecto a ella. De esta forma el diagrama de fuerzas magnetomotrices 
de la máquina sincrónica es similar al que se observa en la figura 8.19. 


Las fuerzas magnetomotrices orientadas en la dirección del eje cuadratura actúan sobre reluc- 
tancias grandes, debido a que en esta zona el entrehierro de la máquina es considerable. Por este 
motivo, las reactancias definidas por los flujos producidos por estas fuerzas magnetomotrices 
no están afectados por los fenómenos de saturación. En el eje directo la situación es diferente, 
los flujos del eje directo no son proporcionales a las fuerzas magnetomotrices que los produ- 
cen si no que dependen del nivel o grado de saturación alcanzado por la máquina en su punto 
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Figura 8.18 Característica de magnetización en vacío de la máquina sincrónica 
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Figura 8.19 Diagrama fasorial de fuerzas magnetomotrices y enlaces de flujo de la máquina 
sincrónica 


de operación. En la figura 8.19 se presenta un diagrama fasorial donde se muestran las fuerzas 
electromotrices y flujos en los diferentes ejes de la máquina sincrónica de polos salientes. 


Las fuerzas magnetomotrices de los ejes directo y cuadratura no se pueden sumar porque están 
aplicadas sobre caminos magnéticos diferentes, con reluctancias diferentes. Una pequeña fuer- 
za magnetomotriz resultante sobre el eje directo produce un flujo de gran magnitud debido a 
que este eje posee una gran permeanza. Por el contrario, la fuerza magnetomotriz según el eje 
cuadratura produce un débil flujo en esta dirección debido a la gran reluctancia de este eje. La 
superposición de los flujos resultantes en cada uno de los ejes coordenados produce el flujo re- 
sultante total (7 ilustrado en la figura 8.19. Este flujo induce la fuerza electromotriz E, que está 
retrasada 90 con respecto a este fasor. De las dos componentes del flujo, solamente la compo- 
nente resultante del eje directo dy se ve afectada por la saturación del material magnético. Esta 
componente del flujo produce la fuerza electromotriz Eeg, retrasada también 90 con respecto 
al flujo. 


La fuerza magnetomotriz Eeg es proporcional al flujo resultante del eje directo q y este valor 
puede ser utilizado como indicador del grado de saturación del eje directo de la máquina. Las 
permeanzas de los caminos magnéticos del eje directo y del campo son iguales, por lo tanto es 
posible utilizar la característica de magnetización para corregir la reactancia del eje directo de 
la máquina sincrónica en un punto de operación determinado. La reactancia del eje cuadratura 
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no se satura porque su permeanza es muy reducida. Este hecho permite identificar la posición 
del eje cuadratura y determinar de esta forma la magnitud del fasor Eeg. Si esta componente de 
la fuerza electromotriz fuese generada mediante el flujo producido por la corriente de campo, 
se necesitaría un determinado valor de corriente de campo en la máquina no saturada y una 
magnitud mayor en la máquina saturada. La proporción entre estas dos corrientes es dependien- 
te directamente de la variación de permeanza existente entre el caso lineal y el saturado. La 
reactancia de magnetización del eje directo se puede expresar como: 


Xna = Ola = ON Ina = ON, Pas (8.105) 


La fuerza electromotriz producida en la armadura por la bobina de campo es: 


1 1 
Es = POY = a NAPU (8.106) 


En las dos expresiones anteriores se observa que las permeanzas de los caminos magnéticos 
son iguales, por esta razón se utiliza la característica de magnetización o curva de vacío para 
evaluar la permeanza del camino magnético. En la figura 8.19 se observa que para producir una 
determina fuerza electromotriz E, es necesaria la corriente ifo para una máquina lineal e ifsat 
para la máquina saturada. Mediante la expresión 8.106 se deduce la siguiente relación entre la 
permeanza saturada y lineal de la máquina para el camino magnético que une al campo con la 
bobina del eje directo: 


1 . 1 f 
Eeg = ONN at inigo = a ONN 1 Mas saa! oa (8.107) 


De la expresión 8.107 se puede deducir el siguiente resultado: 


} i 
E, MALO (8.108) 
Padfsar  1f0 
Donde: 
í se define como grado de saturación de la máquina sincrónica para el 


punto de operación dado. 


Reemplazando la expresión obtenida en 8.104 en la 8.101 se obtiene la reactancia de magneti- 
zación saturada del eje directo: 
2 dflin Xmdlin 


Xmdsat = ON? fdf sat = oN; a = Sa (8.109) 


La expresión anterior indica que la reactancia de magnetización saturada Xd say eS Menor que 
la reactancia lineal Xd in, debido a que el grado de saturación s es siempre mayor o igual a la 
unidad según la definición 8.108. La reactancia saturada total del eje directo se calcula añadiendo 
a la reactancia saturada de magnetización del eje directo, la reactancia de fuga de la máquina. 
Esta última reactancia es independiente del grado de saturación de la máquina: 


X md lin = Xdlin — Xo 1 S— 


1 
Xd sat = Xma +Xo = Ta +Xo +Xo = Malin + Xo (8.110) 


sat 
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Conocidas las reactancias de la máquina en un punto de operación determinado, se puede obtener 
el diagrama fasorial completo. Conocida la magnitud de la fuerza electromotriz producida por 
el campo, es posible calcular la corriente de campo necesaria a partir de la expresión 8.106: 


1 $94f lin . 1 Laftin, 
Ef sat = PONN Passats E ae A if z Bo (8.111) 
Por lo tanto: i ; F 
UFO . eq . 
Efsa = ——OLdf linr nif = - 1 (8.112) 
f sat V3 sac agi f if sat f 


La ecuación 8.112 indica que para el punto de operación dado, la característica que determina la 
fuerza electromotriz producida por el campo en la condición de carga es una recta que pasa por 
el origen y por el punto de intersección entre la fuerza electromotriz E.y y la corriente if sar, tal 
como se ilustra en la figura 8.18. 


Si se conoce la magnitud de la tensión y corriente de armadura, el ángulo del factor de potencia, 
las reactancias lineales de la máquina y la característica de magnetización en vacío, se puede 
obtener el diagrama fasorial completo y la corriente de magnetización necesaria para mantener 
el punto de operación. En primer lugar se procede a ubicar la posición del eje cuadratura, mul- 
tiplicando la corriente de armadura por la reactancia cuadratura y sumando este término a la 
tensión de armadura. 


El segundo paso consiste en calcular el fasor E, sumando a la tensión de armadura la caída en 
la reactancia de fuga. Posteriormente se proyecta ortogonalmente este fasor con respecto al eje 
cuadratura para obtener la magnitud de Eeg- Con esta fuerza electromotriz se entra en la curva de 
vacío y se calcula el grado de saturación correspondiente al punto de operación de la máquina. El 
grado de saturación s, determinado mediante la característica de vacío, se utiliza para corregir la 
reactancia del eje directo mediante la expresión 8.110, y con esta reactancia se calcula la fuerza 
electromotriz producida por el campo. 


Para determinar la corriente de campo necesaria para mantener el punto de operación se puede 
utilizar la ecuación 8.112. Si la máquina cambia su punto de operación, hay que recalcular el 
nuevo grado de saturación y evaluar la reactancia del eje directo y la corriente del campo. Las 
figuras 8.18 y 8.19 muestran el procedimiento descrito anteriormente. 


El análisis de la saturación de la máquina sincrónica de rotor liso presenta un inconveniente 
práctico. En la máquina de polos salientes, la reactancia del eje cuadratura no se satura debido 
a que en este eje la reluctancia es muy grande. En los rotores lisos, este hecho es diferente y 
la reactancia de eje cuadratura también se satura. Si esta reactancia está saturada y el grado de 
saturación depende del punto de operación de la máquina, no es posible evaluar directamente el 
valor de esta reactancia sin determinar previamente la posición del eje cuadratura. Como esta 
posición está indeterminada, se utiliza un proceso iterativo para localizar el eje. En principio se 
puede considerar que la máquina no está saturada en el eje cuadratura y calcular con esta aproxi- 
mación la proyección de la fuerza electromotriz E, sobre el eje directo. Con esta proyección se 
determina el grado de saturación del eje cuadratura mediante el procedimiento descrito anterior- 
mente para el eje directo. Esta primera aproximación al grado de saturación se usa para corregir 
la reactancia del eje cuadratura y recalcular la posición de este eje. Con la nueva posición se 
repiten todos los pasos anteriores hasta que el grado de saturación en la iteración anterior y la 
actual converjan en un valor de error inferior al que se ha especificado previamente. A partir de 
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Figura 8.20 Característica de saturación en carga (triángulo de Potier) 


este punto, el diagrama fasorial se determina de igual forma que en el caso de la máquina sincró- 
nica de polos salientes, debido a que la posición de los ejes de la máquina queda completamente 
definida. En presencia de saturación, las reactancias del eje directo y cuadratura de la máquina 
sincrónica de rotor liso son diferentes. 


En el pasado se empleaba con frecuencia la curva de saturación en carga para analizar los fe- 
nómenos de saturación de la máquina sincrónica. Esta característica representa la tensión en 
bornes de la máquina en función de la corriente de campo y se determina para las condiciones 
de mayor caída de tensión en las reactancias, es decir con la corriente de armadura nominal y 
carga puramente inductiva. En este caso las caídas en las reactancias están en fase con la tensión 
de armadura. La característica de saturación en carga se obtiene a partir de la característica de 
excitación en vacío, restando la caída en la reactancia de dispersión e incrementando la corriente 
de campo lo suficiente para compensar la desmagnetización ocasionada por la corriente de ar- 
madura. Manteniendo constantes la corriente de armadura y el factor de potencia, se mantienen 
constantes la caída en la reactancia de dispersión y la fuerza electromotriz necesaria para magne- 
tizar la máquina. De esta forma se obtiene el triángulo de Potier, que determina la característica 
de saturación en carga a partir de la característica de excitación en vacío. En la figura 8.20 se 
muestra este diagrama y el triángulo de Potier correspondiente. 


VIII.16 LA MAQUINA SINCRONICA EN EL SISTEMA ELECTRICO 


La máquina sincrónica se puede utilizar como generador, tanto para alimentar cargas aisladas 
como para entregar potencia a un sistema eléctrico de potencia. Para incrementar la cantidad de 
potencia es necesario aumentar el flujo de vapor, agua o gas que está circulando por la turbina 
de accionamiento. Al aumentar la potencia de accionamiento de un generador que alimenta a 
una carga aislada, las masas rotantes del sistema se aceleran, con lo cual crecen tanto la frecuen- 
cia como la fuerza electromotriz. Estas nuevas condiciones de operación deben ser corregidas 
mediante un controlador de velocidad y tensión que mantenga dentro de los límites tolerables a 
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Figura 8.21 Generador sincrónico alimentando una carga aislada 


estas variables. Este controlador debe realizar sus funciones ante otros tipos de perturbaciones 
como pueden ser variaciones de la carga eléctrica del sistema. El controlador de la máquina 
sincrónica debe actuar sobre el sistema de accionamiento mecánico para regular la velocidad y 
sobre la excitatriz o campo para regular la tensión en bornes ante variaciones de la carga. Con es- 
tas dos acciones de control es posible garantizar un suministro de tensión y frecuencia constante 
a una carga aislada, independientemente del nivel de demanda de potencia eléctrica al que está 
siendo sometido el generador. En la figura 8.21 se ha representado el diagrama de un generador 
sincrónico que alimenta a una carga aislada y es controlado en velocidad y tensión. 


Cuando la máquina sincrónica inyecta potencia a un sistema eléctrico de potencia, no es indis- 
pensable regular la tensión y velocidad porque estas funciones son realizadas por el acoplamien- 
to máquina-sistema. Al aumentar el caudal de fluido energético que circula por la máquina mo- 
triz, se incrementa el par de accionamiento y la potencia mecánica inyectada por el eje mecánico. 
La velocidad mecánica permanece prácticamente constante durante este proceso, incrementán- 
dose la potencia eléctrica entregada a la red para mantener la condición de equilibrio existente. 
Aun cuando la velocidad permanece prácticamente constante, el ángulo de carga aumenta para 
permitir una mayor entrega de potencia al sistema eléctrico. Esta situación se puede mantener 
mientras que la máquina no alcance el punto crítico correspondiente a la potencia eléctrica má- 
xima. Si por el eje mecánico del rotor se entrega aún más potencia que la máxima potencia 
eléctrica que puede generar la máquina sincrónica, el ángulo de carga continúa incrementándose 
por encima del valor crítico, esto ocasiona una reducción de la potencia eléctrica generada por la 
máquina y se produce una aceleración mantenida del rotor que hace perder el sincronismo con 
la red. 


Durante el funcionamiento sincronizado de la máquina con el sistema, se puede controlar el nivel 
de potencia reactiva entregada o consumida por la máquina sincrónica ajustando su corriente de 
campo. También es posible controlar mediante la corriente de campo el nivel de tensión en 
bornes de la máquina. Cuando se controla el nivel de reactivos de la máquina sincrónica, se 
dispone de una barra PO en lo que se refiere al flujo de carga del sistema. Si se controla la 
tensión en bornes del generador, el comportamiento de la barra es del tipo PV. En ambos casos 
el sistema de control de la planta mantiene la potencia dentro de unos límites cercanos a una 
referencia y el controlador de la excitación mantiene los reactivos o la tensión de referencia. 
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Figura 8.22 Operación de la máquina sincrónica acoplada al sistema eléctrico de potencia 


Una de las máquinas del sistema eléctrico de potencia se utiliza para controlar la velocidad 
sincrónica, se realimentan en frecuencia y se define una referencia de frecuencia y tensión. En 
los estudios de flujo de carga, a esta máquina se le denomina barra de referencia o barra slack. 
En la figura 8.22 se presenta un diagrama simplificado que muestra el comportamiento de la 
máquina sincrónica en equilibrio con un sistema eléctrico de potencia. 


Para conectar una máquina sincrónica a la red, se hace girar el rotor a la velocidad sincrónica 
mediante la máquina motriz. Como la máquina se encuentra desconectada de la red, es necesario 
menos del 1 % de la potencia nominal mecánica para suplir las pérdidas durante la operación en 
vacío. El siguiente paso consiste en alimentar la excitatriz de la máquina y ajustar el nivel de 
tensión de armadura al nivel de tensión de la red eléctrica. Una vez verificado que las tensiones 
de la máquina y del sistema poseen la misma magnitud, fase y secuencia, se cierra el interruptor 
que conecta la máquina con el sistema. Si la sincronización ha sido realizada exitosamente, la 
corriente que circula por la conexión es prácticamente despreciable. Si alguna de las condiciones 
necesarias para una sincronización adecuada no es satisfecha, las corrientes de armadura pueden 
ser tan grandes como para activar las protecciones de la planta de generación. La detección de 
las condiciones de sincronización se realizan mediante un equipo denominado sincronizador. El 
sincronizador mide las tensiones, frecuencias y diferencias de fase entre la máquina y la red. 
Los sincronizadores modernos utilizan microprocesadores para realizar las operaciones de su- 
pervisión y mando de los controladores que ajustan la velocidad de la máquina, la tensión de 
armadura y la fase relativa. Una vez que el sincronizador automático detecta las condiciones fa- 
vorables, envía una orden de cierre al interruptor principal, logrando de esta forma una conexión 
rápida y segura de la máquina sincrónica a la red eléctrica de potencia. 


Una vez que la máquina ha sido sincronizada al sistema eléctrico, es suficiente con aumentar 
la potencia mecánica de accionamiento para entregar potencia eléctrica a la red. Incrementando 
la corriente de campo se aumenta el nivel de reactivos entregados por la máquina. Como las 
corrientes de armadura de la máquina consumen potencia reactiva inductiva al circular por sus 
reactancias, es preciso incrementar la corriente del campo si se desea entregar potencia reactiva 
neta desde la máquina hacia la red. Si posteriormente a la sincronización aumenta la potencia de 
accionamiento, la máquina entregará a la red una potencia eléctrica equivalente. Sin embargo, si 
la corriente de excitación no se incrementa, el aumento de la corriente de armadura para permitir 
la inyección de potencia activa a la red, repercutirá en un consumo de reactivos desde la red 
hacia la máquina. En ciertos casos esta situación es conveniente, debido al exceso de potencia 
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reactiva que producen algunas líneas largas de alta tensión. En cualquier caso la excitación 
permite controlar esta inyección. 


Una de las ventajas que se obtiene cuando se accionan cargas mecánicas grandes mediante 
motores sincrónicos —aparte del elevado rendimiento que es posible obtener— consiste en la 
posibilidad de controlar el consumo de reactivos y los niveles de tensión en las barras de la 
planta industrial. En la práctica esto puede reducir considerablemente la facturación de energía 
y los cargos por bajo factor de potencia. 


VIII.17 SUMARIO 


1. Las máquinas sincrónicas son los convertidores electromecánicos más utilizadas en las 
centrales de generación, debido al gran rendimiento que pueden alcanzar y a la posibi- 
lidad de controlar el flujo de reactivos. En algunas aplicaciones industriales pueden ser 
utilizadas como motores y con el desarrollo de la electrónica de potencia están reem- 
plazando a la máquina de continua, al ser comercializadas como máquinas de corriente 
continua sin escobillas. 


2. Los grandes alternadores de las plantas térmicas suelen emplear máquinas sincrónicas de 
rotor liso debido a los altos requerimientos de velocidad de estas centrales. Las plantas 
de generación hidráulicas utilizan generalmente máquinas sinerónicas de polos salientes, 
las cuales permiten incrementar la conversión de potencia por el efecto de la reluctancia 
variable, es decir reducir la velocidad por el incremento del número de polos. 


3. El modelo de la máquina sincrónica en coordenadas primitivas depende de la posición 
angular del rotor. La transformación a vectores espaciales permite reducir las tres ecua- 
ciones correspondientes a las bobinas del estator a una sola ecuación cuyas variables son 
complejas. La transformación de estas variables espaciales a la referencia rotórica eli- 
mina la dependencia del ángulo @ del modelo y permite que las variables espaciales en 
régimen permanente sean constantes. La transformación de Park reproduce el modelo en 
vectores espaciales referidos al rotor de la máquina sincrónica e introduce un eje adicional 
ortogonal que permite analizar los posibles desequilibrios. 


4. En régimen permanente las ecuaciones de la máquina sincrónica pueden ser representadas 
mediante el diagrama fasorial o con un circuito equivalente. El diagrama fasorial es una 
herramienta muy útil porque permite analizar cuantitativamente y con gran simplicidad 
el comportamiento de estos convertidores electromecánicos en condiciones de equilibrio 
dinámico. Cuando se conocen la tensión, la corriente, el factor de potencia y los paráme- 
tros de la máquina, con este diagrama se puede determinar el ángulo de carga, la fuerza 
electromotriz del campo y la corriente de campo. 


5. Cuando se especifica el flujo de potencias activas o reactivas de la máquina sincrónica es 
necesario emplear las expresiones de par o potencia eléctrica en función de los paráme- 
tros, del ángulo de carga, de la fuerza electromotriz del campo y la tensión del sistema 
eléctrico de potencia para determinar la condición de operación. Estas expresiones son 
una herramienta muy importante para analizar el comportamiento de la máquina cuando 
se conoce la tensión de la red, la corriente de campo, el flujo de potencia y los parámetros. 
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6. Las ecuaciones de la máquina sincrónica se pueden expresar tanto en convención motor 


como generador; en ambos casos es habitual utilizar la convención de potencia reactiva 
inductiva. La diferencia de ambas convenciones reside en la dirección seleccionada de 
las corrientes del estator. En el caso del motor se supone que las corrientes entran desde 
el sistema de potencia hacia la máquina, mientras que en la convención generador las 
corrientes de la armadura se dirigen desde la máquina hacia la red. En ambas convenciones 
se considera que la corriente del campo entra hacia el punto de polaridad de la bobina. 


. La máquina sincrónica define como punto nominal varias magnitudes que determinan 


un punto de operación en régimen permanente que elevan la temperatura hasta el punto 
donde el fabricante puede garantizar el cumplimiento de la vida media del equipo. Ten- 
sión, corriente, potencia, velocidad, frecuencia y factor de potencia nominal son los datos 
principales. Los puntos nominales establecen límites térmicos y operativos que pueden 
ser representados como lugares geométricos que definen zonas donde la operación de la 
máquina es factible. 


. La característica de vacío de la máquina sincrónica permite representar el efecto de la 


saturación del circuito magnético. Para un punto de operación determinado se obtiene el 
grado de saturación comparando la corriente de campo requerida para mantener el enlace 
de flujo en condiciones de linealidad y de saturación. Con el grado de saturación obtenido 
se corrigen las reactancias del eje directo y se prosigue con el análisis utilizando bien sea 
el diagrama fasorial o las ecuaciones de potencia. 


. Los controles de potencia activa y reactiva que son posibles con las máquinas sincrónicas 


definen tres tipos de barras diferentes en los estudios de flujo de carga: PO, PV y slack. 
Cuando la turbina controla la potencia activa y la corriente de campo la potencia reactiva, 
la barra se define como PO. Si en lugar de controlar el flujo de reactivos se controla la 
tensión de la barra se tiene una PV y cuando se entrega la potencia necesaria para mantener 
la frecuencia de la red estamos en presencia de una barra slack. La selección apropiada de 
estas barras en los puntos de generación determinan el flujo de potencia activa y reactiva 
por la red. 


VIII.18 EJEMPLOS RESUELTOS 


Ejemplo 1: Análisis de la maquina sin saturación 


Una máquina sincrónica de polos salientes posee los siguientes datos de placa: 


Sn Vn COS On i fn i fmax f 
10kVA 230V 0,7 5A 8,33A 60Hz 


Como condensador sincrónico la máquina entrega a la red 8.319 kVAR cuando es excitada con 
la corriente de campo máxima. Determine: 


1. Las reactancias X4 y X, de la máquina. 


2. Los reactivos que aporta la máquina al sistema cuando la máquina inyecta a la red SkW, 
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3. La corriente de campo necesaria para mantener a 240 V, la potencia activa nominal como 
motor, con el factor de potencia nominal y con factor de potencia unitario. 


Solución: 


1. Las reactancias X4 y X, de la máquina: 


La reactancia del eje directo Xg se puede determinar directamente a partir de los datos 
de operación como condensador sincrónico: 


if max 
_ Emax Ven _ ip Ven _ 1,6661 _ og a 
7 ke H = a 0,8319 E Pp 


Ven 


Xa 


La determinación de la reactancia cuadratura se puede obtener mediante la operación en 
el punto nominal. Debido a la naturaleza no lineal de las ecuaciones involucradas es más 
simple realizar una tabla donde se calcule el valor de la fuerza electromotriz del campo 
Ey en función del posible valor de esta reactancia. El resultado buscado se obtiene cuando 
para un determinado valor de X, coincide Ey con Ef max para las condiciones correspon- 
dientes al punto nominal. El algoritmo propuesto requiere los siguientes cálculos: 


Pen — Qen Pen = S2, — P2 


Len = = 2 = 1 — 45,57 
Ven Ven 
Dn = Ven + IXqlen 
D 
sinô, = t = 6, = arcsin (sin 6,) 


cos Ọna = 0,7 + On = arccos (cos @,) = —45,57 
Ta =4Lon | sin(Ó, — On) 
Ef aa [D,,| + (Xa — Xq) -lq 


En la siguiente tabla se presentan las fuerzas electromotrices obtenidas para un barrido de 
la reactancia cuadratura entre 0,4 y 0,8 pu: 


En la tabla anterior se observa que para un valor de la reactancia X4 = 0,6 pu, la fuer- 
za electromotriz del campo coincide con la generada por la corriente de campo máxima 
if max = 1,666 pu correspondiente al valor esperado para la operación en el punto nominal. 


2. Los reactivos que aporta la máquina al sistema cuando la máquina inyecta a la red 5kW, 
con las corrientes de campo nominal y máxima: 
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Para calcular estos reactivos se puede utilizar la expresión 8.85:!° 


EsV, Vet ï 
= “sin —(— — —)sin26 
xy ee Ome & 


Cuando por el campo circula la corriente nominal i fy: 


0,5 = 1,25 sind +0,2083 sin26 = 6(ifn) = 0,3085 rad = 17,67 


Si el campo está excitado con la corriente maxima i max: 


0,5 = 2,0825 sin 6 + 0,2083 sin26 = O(ifmax) = 0,2022 rad = 11,58 


Con los ángulos de carga se pueden obtener las potencias reactivas correspondientes utili- 
zando la expresión 8.87: 


EfV, v? 
= Hq 0085 — x (Kaos? OF Xabin 5) 


Qe 
Qelifn) = 1,25 cos 17,67 — 2,0818 x (0,6 cos? 17,67 + 0, 8 sin? 17,67) = —0, 0974 pu 
Qe(ifmax) = 2,0825 cos 11,58 — 2,0818 x-(0,6 cos” 11,58 +0,8 sin” 11,58) = 0,7727 pu 


La comprobación de estas soluciones puede obtenerse realizando los correspondientes 
diagramas fasoriales, tal como se muestra en las figuras siguientes: 


E ,=1,666 + 11.6° » Eje q 


y Eje g 


EA 
A -h 


I ,=0,059 ~~ V =1 Pa 
D=0.988 x 17.7 “1,=924-57 
x T,=.509<11° D=1.494<11.6" 
Eje d 4 1,=0,857 
y Eje d 
(a) Corriente de campo nominal (b) Corriente de campo máxima 


3. La corriente de campo necesaria para mantener a 240 V, la potencia activa nominal como 
motor, con factor de potencia nominal y con factor de potencia unitario: 


19 En esta expresión el término 3 desaparece cuando se utiliza una base trifásica de potencia en el sistema adimen- 
sional de unidades. 
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En este caso, el diagrama fasorial es la herramienta más apropiada para determinar las 
corrientes de campo adecuadas para mantener los puntos de operación señalados. La ten- 
sión que es necesario mantener en la barra es 1,0435 pu y las corrientes necesarias para 
mantener la potencia activa nominal con factor de potencia nominal y unitario son: 


Pa- ¡Pr n = = ‚71 
L(P,,cos n) = hoanga = ae — 0,95832 — 134,43 pu 


Ph=j0 _ —0,7— j0 


11 PP, 6080 =1)= a (= gglas. 


= 0,67082180 pu 


Para determinar las corrientes de campo hay que calcular las fuerzas electromotrices: 
D(cos bn) = Ve + jXgle(Pn, COS On) = 1,4106 — ¡0,4025 pu = 1,46697 — 15,93 


D(cos@ = 1) = Ve + jXqle(Pr, cos = 1) = 1,0000 — j0,4025 pu= 1,0780Z — 21,92 


Las corrientes /¿ para cada una de estas condiciones de operación son: 
L¿(cos bn) = |Te(Pr,cos On) | sin(6 — dn) = 0,9583 x sin(—15,93 + 134,43) = 0,8422 pu 


Iq(cos@ = 1) = |L.(P,,cosf = 1)|sin(Ó — @) = 0,6708 x sin(=21,09+ 180) = 0,2414 pu 


Las fuerzas electromotrices son: 
E (cos bn) = |D(cos@n)| + (Xy — Xq) -L¿(cos bn) = 1,6353 pu 


E;(cos@ = 1) QD Os $ = 1)|4 (Xa - X4) - I:(cos $ = 1) = 1,1263 pu 


Las corrientes de campo requeridas para mantener los puntos de operacion solicitados son: 


is(Pa,cosøn) = 1,6353 pu = 8,1765A 
if(Pa,cosp =1) = 1,1263 pu = 5,6314A 


En las figuras siguientes-se presentan los diagramas fasoriales de los dos puntos de opera- 
ción calculados: 
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D=1.078 «—21,9° 
I ,=0,67 x— 180° 


One 1,635% —15,93 Ejeq i 

I =1,6354—15,93 ° -m : 

i É » 1,=0,2414 =>, JXL. 
|_| 14=0,8422  D=1.4674— 15.9% E ,=1,126«—21,9 

4 B , Ejed Y à 

1,=0,9583 %— 134,43 Eje q 
Eje d y 
(a) Factor de potencia nominal (b) Factor de potencia unitario 


Ejemplo 2: Análisis de la máquina con saturación 


De una máquina sincrónica de polos salientes de 100 MVA, 10kV, 60Hz,6 pares de polos, ifn = 
2004, cos @„ = 0,85, se han determinado que las reactancias lineales de eje directo y cuadratura 
son 1,0 pu y 0,7 pu respectivamente y la reactancia de dispersión es 0,2 pu. La fuerza electro- 
motriz en vacío es lineal hasta el valor de la corriente de campo nominal, y la pendiente de esta 
función decae a la cuarta parte para corrientes superiores al valor nominal. Determine: 


1. La corriente de campo máxima y el grado de saturación del punto nominal. 


2. El factor de potencia y el ángulo de carga cuando la máquina consume de la red 5OMW 
con la corriente máxima en el campo. 


Solución: 
1. La corriente de campo máxima y el grado de saturación del punto nominal: 


En la siguiente figura se muestra el gráfico de la característica de vacío correspondien- 
te a la máquina en cuestión: 
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De acuerdo con los datos del problema la característica de vacío en por unidad se pue- 
de expresar de la siguiente forma: 


if, siif < 1 


ti 
zip +H, siip> 1 on 


Ey(ip) = l 


Como la reactancia del eje cuadratura no se satura debido a que su entrehierro es mucho 
más grande que el correspondiente al eje directo, es posible obtener la posición de estos 
ejes directamente: 


D = Ve + jXjle = 1 + j0,7 x 1Z —arccos(0,85) = 1,4925223,5 


También la posición de la fuerza electromotriz detrás de la reactancia de dispersión E, es 
necesaria para la determinación del valor de E, que define el grado de saturación a través 
de la característica de vacío de la máquina: 


E; = V: + jXole = 1+ j0,2 x 14—arecos(0,85) = 1, 118428,74 


La fuerza electromotriz E, se determina de la siguiente forma: 


E¿=|E.|cos(4D— ZE.) = 1,1184 x cos(23,5 — 8,74) = 1,0815 


Utilizando las expresiones 8.113 que han linealizado la característica de vacío es posible 
obtener el grado de saturación correspondiente al punto nominal: 


1 3 

Jirsa +3 = Eg = 1.0815 = ifsa = 1,3260 
ifin = Eq = 1,0815 

5 ifsa 1,3260 


Dam = 1,2261 
D is 1,0815” 


Conocido el grado de saturación de la máquina en el punto nominal de operación es posi- 
ble corregir la reactancia del eje directo: 


i. s= 1 0,2261 
Yi == Pp = 0,2 = 0,8525 
dsa = Ad + — Ao = 12061" 12961 


Para obtener la fuerza electromotriz del campo se siguen los siguientes pasos: 
Tan = Ten: Sin( On — On) = 1 x sin(23,5 + 31,79) = 0,8220 


Epmax = Dn + (Xasat — Xq) ` Ian = 1,4925 + (0,8525 — 0,7) x 0,8220 = 1,6179 
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La corriente de campo maxima se determina a partir de la caracteristica linealizada del 
campo para el punto nominal: 


1 
Efmax = —ifmax => if max = SEfmax = 1,2261 x 1,6179 = 1,9837 = 396,7 A 
af 


. El factor de potencia y el ángulo de carga cuando la máquina consume de la red 5OMW 


con la corriente máxima en el campo: 


En este caso es necesario utilizar la ecuación de potencia activa en función del ángulo 
de carga, pero se desconoce la reactancia saturada del eje directo y la fuerza electromotriz 
correspondiente a la corriente de campo máxima en esta condición de saturación. Una 
técnica que permite resolver este problema consiste en asumir una condición inicial de sa- 
turación s;?% con este dato se ajusta el valor de la reactancia saturada del eje directo X4 sar 
y se calcula la fuerza electromotriz E y sq correspondiente a la corriente de campo máxima 
ifmax- De la expresión de la potencia eléctrica P.(6) se obtiene el ángulo de carga ô y con 
éste la potencia reactiva Q.(6). Conocida la potencia activa y reactiva, se determina la 
corriente de armadura Ie. Esta corriente permite obtener los vectores D y E. de los cuales 
se calcula la fuerza electromotriz E, producida por el flujo resultante del eje directo. La 
fuerza electromotriz E, se utiliza para corregir el valor del grado de saturación asumi- 
do inicialmente. Con el nuevo grado de saturación se reinicia todo el cálculo anterior y 
se repite hasta que dicha variable converja en un valor de error establecido previamente. 
Asumiendo que la máquina inicialmente no se encuentra saturada en el punto de opera- 
ción especificado se tendría: 


Valores iniciales: 


1 
s = 15 Ep= cif = 1,9837 ; Pe = —0,5 ; Xa=1,0 


Cálculo del ángulo de carga: 


—0,5 = 1,9873 sin ô+ 0,2143 sin2ô = ô = —12,01 


Cálculo de la potencia reactiva: 


Qe = 1,9873 cos(—12,01) — 1,4286 x (0,7 cos?(—12,01) + 1,0sin?(—12,01)) = 0,9217 pu 


Cálculo de la corriente de armadura: 


Ie = —0,5 — j0,9217 = 1,04862 — 118,5 


20 Puede ser el mismo grado de saturación del punto nominal o asumir una condición de operación lineal s = 1 
como valor de arranque del proceso iterativo. 
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Determinación del grado de saturación: 
D =V. + jXgle = 1,6820/ — 12,01 ; E. = Ve + jXole = 1,18862 — 4,83 
Eq = 1,1886 x cos(—12,01 +4,83) = 1,1793 


1 
irat = y= 11797 => ina 17172 s py Ej 1,0793 


if sat 1 E 172 
S= 7 = 
Uf lin 1 5 1793 
Como el grado de saturación es diferente al asumido inicialmente, es necesario realizar el 
siguiente proceso iterativo: 


= 1,4318 


Primera iteración (s = 1,4318): 
ô = —14,99 = Q. = 0,4385 


I, = 0,6650 — 138,75 
D =1,3530/ — 14,99 ; Ee = 4909232 — 5,25 
Eq = 1,0923 x cos(—14,99 + 5,25) = 1,0766 
pe ifsat _,1,3064 
iflin 1,0766 
Segunda iteración (s = 1,2135): 


-= 1,2135 


ô= —13,38 => Q. = 0,6728 


I; = 0,83834— 126,62 
D =1,5120Z= 13,38 ; E. = 1,13902 — 5,03 
Eq = 1,1390 x cos(—13,38 + 5,03) = 1,1269 


h Uf sat = 1,1077 
~ igtin 1,1269 


= 1,3379 
Tercera iteración (s =1,3379): 
$=-14,27 > Q. = 0,5369 
L = 0,7337 Z = 132,96 
D =1,41972 — 14,27 ; E, = 1,1119 — 5,16 
Eq = 1,1119 x cos(—14,27 + 5,16) = 1,0979 


Uf sat 1,3915 
S= = 
ifn 1,0979 


= 1,2674 
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Cuarta iteración (s = 1,2674): 
ô = -13,76 > Qe = 0,6131 


Ie =0,7911/ — 129,19 
D =1,47142 — 13,76 ; Ee = 1,12712 —5,09 
E, = 1,1271 x cos(—13,76+5,09) = 1,1142 


ifsat 1,4568 
— sa _ = 1,3070 
"ma TO 


Quinta iteración (s = 1,3070): 
ô = —14,05 => Qe = 0,5701 


I, = 0,75832Z — 131,25 
D =1,4422/ — 14,05 ; E; = 1,11852 — 5,13 
Eq = 1,1185 x cos(—14,05 +5,13) = 1,1050 
ifsa 1,4149 


= = 1,2850 
a o 


Sexta iteración (s = 1,2850): 
ô = —13,88 = Qe = 0,5939 


L = 0,7763 — 130,09 
D =1,4534 4,57 ; E. a1, W74- 5,13 
E, = 1,1232 x cos(—13,89 +5,11) = 1,1100 
PE issu _ 1,4402 


= = 1,2974 
iftin» T 


Séptima iteración (s = 1,2974): 
ô= “08938 = Q. = 0,5805 


I. = 0,7662 — 130,73 
D =1,4493/ — 13,98 ; E. = 1,1206/ — 5,12 
E, = 1,1206 x cos(—13,98 +5,12) = 1,1072 
„ifsa _ 1,4289 

igtin 1,1072 


Entre los dos últimos valores obtenidos del grado de saturación, el error relativo es infe- 
rior al 0,53 % con lo cual queda determinado el factor de potencia del punto de operación 
como 0,6478 y el ángulo de carga — 13,92. En la siguiente tabla se resumen los principales 
resultados de cálculo iterativo: 


= 1,2906 
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Ciieración | s | © (00| MT & [E] 
0 [10000 | 12,01 [0.9217 | 1.0486 | 1183 | 1.1793 | 


6 [1.2850 [13,88 [0.5939 | 0:7763 | -130.09 | 1.1100] 
512906 | 1392105878 | 0:7717| 13038] >] 


Si se utiliza como grado de saturación el promedio de los valores obtenidos en iteraciones 
consecutivas, el proceso de convergencia puede ser acelerado. Esto se debe fundamental- 
mente a que el sistema oscila amortiguadamente sobre el valor de la solución, tal como se 
observa en el siguiente gráfico: 


s Oscilaciones en el proceso iterativo 


T T T T T y T y T T T y T T Iter. 
8 


VIII.19 EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Una máquina sincrónica de polos salientes de 800 MVA, 13,8 kV,factor de potencia nomi- 
nal 0,87 y 3,0kA de corriente nominal de campo, tiene impedancias de 1,0 pu y 0,7 pu 
en los ejes directo y cuadratura respectivamente. Si el comportamiento de la máquina es 
completamente lineal, determine: 


a) La máxima potencia reactiva que esta máquina puede entregar a una barra infinita 
con 1,05 pu de tensión cuando genera 630 MW. 


b) La corriente de excitación necesaria para motorizar 500 MW, con factor de potencia 
unitario y 0,97 de la tensión nominal. 
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2. Cuando una máquina sincrónica de polos salientes de 100 MVA, 10kV,60Hz,6 pares de 
polos, ifn = 200A, cos n = 0,85 está operando en el punto nominal y se desconecta de 
la red se obtiene 17,39kV de tensión línea-línea. Cuando entrega 56,5MW a una bomba 
alimentada de un sistema de 10,5kV, con un factor de potencia 0,707 inductivo, requiere 
342A en la bobina de campo. Determine: 


a) Las reactancias del eje directo y cuadratura de esta máquina. 


b) La corriente de campo necesaria para generar 90 MW, con una tensión de 9,5kV y 
factor de potencia mínimo y máximo. 


c) La potencia reactiva consumida o generada por la máquina si consume 70MW a 
tensión nominal, cuando se inyecta en el campo la corriente nominal y la corriente 
máxima. 


3. Una máquina sincrónica de polos salientes 60 Hz posee los siguientes datos de placa: 


Sn Vn COS Pn ifn Uf max 
ISOMVA 23kV 0,8192 500A. 794A 


Con la corriente de campo máxima y sin potencia en el eje mecánico, por el estator de 
la máquina circulan 2,772 kA. Determine: 


a) Las reactancias X4 y X, de la máquina y compruebe mediante el diagrama fasorial 
que el punto nominal coincide con los datos de placa. 


b) Repita la determinación de reactancias X4 y X, del punto anterior utilizando las ecua- 
ciones de potencia. 


c) La corriente de campo necesaria para mantener a 24 kV la potencia activa nominal 
como motor, con el factor de potencia nominal y con factor de potencia unitario. 


d) El diagrama fasorial completo?! cuando la máquina consume de la red 120MW con 
la corriente de campo máxima. 


4. Determine las expresiones de la potencia activa y reactiva en función del ángulo de carga, 
para una máquina sincrónica de polos salientes, incluyendo el efecto de la resistencia de 
armadura. 


5. De una máquina sincrónica de polos salientes se conocen los siguientes datos de placa: 
Sn =80MVA V,=10kV  cosf,=0,8ind. ifn=350A 
Xo =0,15pu X¿=1,05pu  X¿=0,85 pu f =60Hz 


La caracteristica de vacio se puede aproximar mediante las siguientes rectas: la zona li- 
neal definida para corrientes inferiores a la nominal y la pendiente de la zona saturada es 


21 Esquemático pero con la indicación de los valores exactos calculados analíticamente. 


400 


VIII.19 Ejercicios propuestos 


la mitad de la pendiente lineal. 


a) La máquina entrega 48 MW a la red con un factor de potencia 0,64 inductivo. Deter- 
mine en esta condición de operación la corriente de campo necesaria para mantener 
el punto. ¿Es posible mantener esta condición de operación? 


b) Si se mantiene la corriente de campo máxima y la potencia activa de la pregunta 
anterior, determine el factor de potencia y la corriente de operación de la máquina. 


6. De una máquina sincrónica de polos salientes se conocen los siguientes datos de placa: 


Sn =10kKkVA V,=416V  cosQ,=0,8ind. ifn =3A 
Xo =0,2pu X¿=0,7 pu f =60Hz if max = 6A 


La característica de vacío se muestra en la figura: 


208 Y 


a) Determine la reactancia saturada del eje directo en las condiciones nominales de 
Operación. 


b) Determine el ángulo de carga y el factor de potencia de la máquina cuando se excita 
con la corriente nominal de campo y mantiene la potencia activa en condición motor. 


c) Calcule el punto de operación si la máquina genera 8 kW y consume 3kVA reactivos. 


d) Determine si la máquina puede motorizar una carga de 8kW y entregar SKVAR a la 
red en régimen permanente. 


7. De una máquina sincrónica de polos salientes se conocen los siguientes datos de placa: 


Sn=5kVA V, =416V  cosf,=0,85ind. iņm=5A X¿=5,50Q 
Xa =0,5pu n=1.800rpm f= 60Hz İ fmax = 9A p=2 
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La caracteristica de vacio se puede expresar en el sistema adimensional de unidades como: 


, 3 —0,5i¢ 
Ef = (1 —e'f) + (=) ‘if 


a) Determine las reactancias del eje directo y del eje cuadratura de la maquina en cues- 
tidn. 

b) Calcule la potencia reactiva entregada o consumida por el convertidor si motoriza un 
molino de 4kW, con la corriente de excitación nominal. 


c) Calcule la corriente de campo mínima que permite la operación de la máquina en 
régimen permanente. 


d) Recalcule los puntos a, b y c considerando que la máquina no se satura. 


8. Una máquina sincrónica de polos salientes de 100 MVA de potencia nominal y 10kV de 


tensión de línea a línea, tiene un factor de potencia nominal de 0,83 inductivo. La corriente 
nominal de campo es de 1004 y la corriente de campo máxima es de 154A. Inyectando 
corrientes de secuencia cero en la armadura de la máquina se determinó que la reactan- 
cia de fuga es de 0,1 Q. En el ensayo de cortocircuito se obtuvieron 8.248A circulando 
por la armadura cuando se aplicaba corriente nominal en el campo. De un ensayo de 
deslizamiento se pudo determinar que la reactancia del eje cuadratura de la máquina era 
aproximadamente un 70 % de la reactancia no saturada del eje directo. La característica 
de vacío se puede representar experimentalmente de la siguiente forma: 


Eso =1,876(1=e 7457) pu 


Donde la fuerza electromotriz E so está en por unidad de la tensión nominal de armadura y 
la corriente de campo if en por unidad de la corriente nominal de campo. Con todos estos 
antecedentes, determine: 


a) La reactancia del eje directo no saturada y el grado de saturación del punto nominal. 


b) La corriente de campo necesaria para generar 50 MW y consumir 25 MVAR de la red, 
cuando la tensión es un 4% mayor que su valor nominal. 


c) La máxima potencia reactiva que puede entregar la máquina como condensador sin- 
crónico cuando la tensión en bornes de la máquina está en su valor nominal. 


d) Los reactivos generados por la máquina si motoriza una carga de 80MW con una 
corriente de 1204 en el campo. 


9. Una máquina sincrónica de polos salientes posee los siguientes datos de placa: 
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Sn Vn COS On ifn Uf max 
10kVA 230V 0,8 5A 9,1474 


Operando como condensador sincrónico, la máquina entrega a la red SKVAR cuando es 


10. 


11. 


VIII.19 Ejercicios propuestos 


excitada con una corriente de campo de 8,718A. La reactancia de fuga se determina a 
partir de una prueba de secuencia cero y tiene un valor de 0,7935 Q. La característica de 
excitación de la máquina en vacío se puede ajustar mediante la siguiente expresión: 


Ef =3,3014 (1 —e 9287) pu 


En estas condiciones, determine: 


a) Las reactancias no saturadas X4 y Xy de la máquina. 


b) Los reactivos que entrega la máquina al sistema cuando la máquina motoriza un 
molino de piedras de 4kW, con la corriente de campo máxima y mínima. 


c) La corriente de campo necesaria para que circule corriente nominal en la armadura 
cuando la máquina está en cortocircuito. 


d 


Ww 


La potencia activa que entrega esta máquina al sistema cuando recibe 2kVAR de la 
red, si opera con tensión corriente de armadura nominal. 


Una máquina sincrónica de polos salientes posee los siguientes datos de placa: 


Sn Vn  COSdn “ifn 
10OMVA 10kV 0,85 1,5kA 


Operando como inductor sincrónico, la máquina consume de la red 5MVAR cuando es 
excitada con una corriente de campo de 771A. La prueba de deslizamiento arroja una 
relación de 1,2857 entre las reactancias no saturadas de eje directo y cuadratura. La reac- 
tancia de fuga se determina a partir de una prueba de secuencia cero y tiene un valor de 
0,2 pu. La característica de excitación de la máquina en vacío se puede ajustar mediante 
la siguiente expresión: 

By = 3,3014 (1 — ee) pu 


En estas condiciones, determine: 


a) El grado de saturación, el ángulo de carga y la corriente del campo en el punto 
nominal. 


b) La corriente de campo mínima a potencia activa nominal y tensión nominal. 


c) Los reactivos que la máquina entrega al sistema cuando se alimenta el campo con la 
corriente nominal, si la máquina consume 6 MW de la red y la tensión es de 9,5kV. 


Una máquina sincrónica de polos salientes 60 Hz posee los siguientes datos de placa: 


Sn Vn COS Dn ifn 
400MVA 20kV 0,8 500A 
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12. 
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La característica de vacío de la máquina se puede expresar en cantidades físicas como: 
= 3; 
E¡=40(1-e 1,3862x 10 ir) kV 


El ensayo de secuencia cero determinó que la reactancia de dispersión es de 0,1 Q. En 
la prueba de cortocircuito con corriente de campo nominal circuló por la armadura una 
corriente de 12 kA. La prueba de deslizamiento determinó que la relación entre la reactan- 
cia directa y cuadratura es de 160 %. Determine: 


a) La corriente máxima de campo, el grado de saturación y el ángulo de carga en el 
punto nominal. 


b) La corriente de armadura cuando la máquina opera con la potencia activa nominal 
como motor y la corriente nominal en el circuito de campo. 


c) Las máximas potencias reactivas que puede entregar o absorber la máquina operando 
en las condiciones de condensador o inductor sincrónico: 


Desarrolle un procedimiento que permita considerar la saturación del material magnético 
en las máquinas de rotor liso. Recuerde que en este caso ambos ejes pueden saturarse a 
diferencia de las máquinas de polos salientes, que no pueden saturarse en el eje cuadratu- 
ra. Una vez desarrollado este procedimiento, determine: 


a) La corriente de campo requerida para mantener una potencia activa y reactiva deter- 
minada en una barra infinita. 


b) La potencia reactiva inyectada a una barra infinita cuando se acciona la máquina de 
rotor liso a una potencia mecánica y la corriente de campo a valores constantes. 
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CAPITULO IX 


Régimen transitorio de la maquina sincrónica 


Durante los cambios en la condición de operación de una máquina sincrónica existe energía 
atrapada tanto en los campos magnéticos como en la masa rotante. El convertidor debe adap- 
tar esta energía a las nuevas condiciones desde el punto de operación inicial. El cambio desde 
un estado energético a otro se denomina transitorio de la máquina. El análisis de los procesos 
transitorios de la máquina sincrónica se puede dividir en dos tipos principales: Los transito- 
rios electromagnéticos y los transitorios electromecánicos. Aun cuando el proceso transitorio 
es continuo, la existencia de constantes de tiempo muy diferenciadas permite realizar estas di- 
visiones. Las constantes de tiempo mecánicas son generalmente muy lentas en máquinas de 
grandes dimensiones, cuando se comparan con las constantes de tiempo electromagnéticas. El 
análisis de transitorio electromagnético estudia el comportamiento de los flujos, enlaces de flujo, 
fuerzas electromotrices y tensiones de la máquina durante perturbaciones rápidas, consideran- 
do que la velocidad mecánica es prácticamente constante en todo el proceso. En los estudios 
transitorios electromecánicos se determina el comportamiento dinámico del sistema mecánico, 
utilizando valores medios de la potencia. Estos procesos están estrechamente interrelacionados, 
la separación es un tanto artificial, pero tiene el propósito de simplificar el análisis y la solu- 
ción del problema. El desarrollo actual de las herramientas de cómputo posibilita la solución 
global del problema. Esto es de gran utilidad cuando el transitorio tiene constantes de tiempo 
electromagnéticas y electromecánicas del mismo orden de magnitud. 


Mediante el análisis transitorio electromagnético se evalúan las solicitudes físicas que las dife- 
rentes perturbaciones pueden ocasionar sobre la máquina. Con los resultados obtenidos en estos 
estudios se ajustan los reguladores de la excitatriz y el sistema de protección. El análisis transi- 
torio electromecánico determina los límites de estabilidad dinámica de las diferentes máquinas 
acopladas a la red eléctrica de potencia. Los estudios de estabilidad se utilizan para planificar 
la expansión de la red y con la finalidad de ajustar los reguladores de velocidad de la máquina 
motriz. 
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Para analizar los transitorios de las máquinas sincrónicas se utilizan las ecuaciones diferenciales 
en coordenadas dq0 — f desarrolladas en el capítulo 8. Las condiciones impuestas en las fases 
se transforman a este sistema de coordenadas, se resuelven las ecuaciones diferenciales y final- 
mente se antitransforman estas soluciones para determinar el comportamiento de la máquina en 
el sistema de coordenadas primitivas. 


El sistema de ecuaciones 8.54 define el comportamiento electromecánico y electromagnético 
completo de una máquina sincrónica de polos salientes en coordenadas dq0 — f. En estas ecua- 
ciones, las corrientes [i] y la velocidad mecánica del eje @m, constituyen las variables de estado 
del sistema. Las tensiones |v] y el par mecánico Tm, representan las variables de control del pro- 
ceso. Por otra parte, el sistema de ecuaciones diferenciales 8.41 expresa el modelo de la máquina 
sincrónica en función de los enlaces de flujo de los ejes dq0 — f. 


Para resolver las ecuaciones diferenciales que modelan la máquina sincrónica es necesario trans- 
formar las condiciones de contorno de las variables de control y las condiciones iniciales de las 
variables de estado al sistema de coordenadas dq0 — f. Las condiciones de contorno pueden ser: 
cortocircuitos, cambios súbitos en la carga o en el par de accionamiento, apertura de interrup- 
tores, o fallas del sistema eléctrico de potencia. 


Las constantes de tiempo del sistema mecánico son generalmente mucho mayores que las cons- 
tantes de tiempo del sistema electromecánico. Por esta razón se puede aproximar durante el 
análisis de los transitorios electromagnéticos, que la velocidad de la máquina permanece prácti- 
camente constante. Con esta aproximación, el sistema de ecuaciones diferenciales 8.54 es lineal 
y puede ser resuelto analíticamente. El transitorio mecánico se resuelve mediante la ecuación 
dinámica!, evaluando en forma más o menos aproximada la potencia eléctrica media durante 
el proceso dinámico electromecánico. Una vez que se ha evaluado la velocidad para un preciso 
instante, se determina un nuevo transitorio electromagnético. Desacoplando estos dos procesos, 
es posible realizar una integración rápida de las ecuaciones diferenciales. 


IX.1 TRANSITORIOS ELECTROMAGNETICOS 


Las ecuaciones diferenciales de la máquina sincrónica son lineales si se considera que la velo- 
cidad del rotor es constante. Los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 
con coeficientes constantes se resuelven mediante técnicas analíticas bien conocidas: autovalo- 
res-autovectores o mediante la transformada de Laplace. La técnica de autovalores-autovectores 
obtiene respuestas temporales directas. La transformada de Laplace, determina la respuesta en 
el dominio de la frecuencia, posteriormente es necesario antitransformar para obtener las solu- 
ciones temporales. 


1 Ecuación de Newton. 
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IX.1 Transitorios electromagnéticos 
IX.1.1 Solución mediante autovalores-autovectores 


El sistema de ecuaciones 8.54 se puede descomponer de la siguiente forma: 


Vd Re 0 0 0 ld La 0 0 Laf ld 
Va OR 0 0 ig 0 £, 0 0 ig 7 
vo | ~ | 0 0 Ro O Sie) © 0 te A 
Vf 0 0 0 Ry if Laf 0 0 Lr if 
0 -oL 0 0) [ ig 
ol, 0 oolli 
ela E wolio 1) 
0 0 00 li 


El sistema de ecuaciones diferenciales 9.1, se puede expresar en forma compacta como: 
[v] = [IR] + 0 [G]] li] + [£] p [i] (9.2) 
Despejando de la expresión 9.2 el vector de derivadas de las variables de estado p |i], se obtiene: 
pli = [27 (] - [IR] Aoc] (3) (9:3) 


Los autovalores de la matriz característica de la ecuación anterior determinan los modos natura- 
les de la respuesta homogénea de la máquina sincrónica en coordenadas dq0 — f. Para obtener 
la matriz característica es necesario invertir la matriz de inductancias [L]: 


=j wood 
Lg 0 0 Laf La ) Las 
0 0 lL 0 0 0 p 0 
Las Ly 
Donde: i $ 
lá L LiL 
f — df į df í — d f 
L; = La- —; L; = Le- — ; Ly; = Lat — —— 9.5 
a = La PA, ae Lat (9.5) 
La matriz característica [A] es: 
Re a. EE 
La La La 
i oLa Re 0 Laf 
Al=-[D*[R+0o[G])=-=| te ta Lq 9.6 
E 05) 
fe 2a 0 4 
Lar Lar Ls 


Los autovalores y; de la matriz característica 9.6 se obtienen al resolver la siguiente ecuación 


algebraica: 
det |[A] — y [1]] = 0 (9.7) 
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Como el eje 0 se encuentra desacoplado del resto del sistema, es posible reducir en uno el grado 
del polinomio característico definido por la expresión 9.7. Las resistencias de las bobinas son 
muy pequeñas al compararse con las reactancias de la máquina. Despreciando el efecto de las 
resistencias del estator y rotor de la máquina, se obtiene de las expresiones 9.6 y 9.7 el polinomio 


característico del sistema: z 
(osano 00 


El autovalor correspondiente al eje 0 es: 


W% =-— (9.9) 


y los otros tres autovalores son: 
n= 0; V3 = +j@ (9.10) 


Al despreciar la resistencia de las bobinas de la máquina sincrónica, se obtienen dos autovalores 
complejos conjugados Y y 73, cuya magnitud es igual a la velocidad sincrónica de la máquina. 
Estos dos autovalores se deben a las realimentaciones de fuerza electromotriz de generación 
existentes entre el eje directo y el eje cuadratura del convertidor. El autovalor en el origen y, se 
debe fundamentalmente a la bobina de campo. Si no se desprecia la resistencia de las bobinas, 
el polo del origen y los autovalores complejos conjugados se desplazan ligeramente hacia el 
semiplano izquierdo y se reduce la frecuencia natural de oscilación. 


Para obtener la solución homogénea del sistema de ecuaciones diferenciales 9.3 es necesario 
determinar la matriz de autovectores correspondiente a los cuatro autovalores determinados del 
polinomio característico 9.8. Cada uno de los autovalores se calcula obteniendo las soluciones 
no triviales del siguiente sistema de ecuaciones: 


[fa] — y: 1111 [Vil =0] (9.11) 


La matriz de autovectores queda formada de la siguiente forma: 


La L, : r A 
q a; 
; Lis 
[VI=[ [vo] Mi] [v)-[v]]=|0 o ¡ju -jÉ (9.12) 
1 0 0 0 
o 1 i 1 
La solución homogénea del sistema de ecuaciones diferenciales es: 
Las a p 
ian(t) Ma ar Y koe 
lin(t)] = ialt) | Y nv Y*"=l0 0 is as ken (9.13) 
ign (t) = boi J Lg J La kze”! 
ifn(t) 1 0 0 0 kze%! 
o 1 1 1 
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IX.1 Transitorios electromagnéticos 


Al superponer la solución homogénea y la solución particular, correspondiente a la condición 
final de régimen permanente, se determinan los coeficientes k;, que satisfacen las condiciones 
iniciales de las variables de estado: 


[i(t = 0)] = [in(0)] + lip(0)] = [V] [k] +[i»(0)] = [k] = [v] [1:(0)] — lip(0)] (9.14) 


La solución particular del problema está forzada por las variables de control, tensiones en bor- 
nes de las bobinas de la máquina y par mecánico en el eje del rotor. En el capítulo 8 se analizó 
el comportamiento de la máquina sincrónica en régimen permanente, la técnica del diagrama 
fasorial permite evaluar las condiciones forzantes de las fuentes en las coordenadas primitivas 
y transformadas. Los fasores deben ser transformados a valores instantáneos para obtener las 
soluciones particulares en el dominio del tiempo. Representar magnitudes trifásicas sinusoida- 
les mediante fasores y proyectarlos según los ejes d y q, equivale a realizar la transformación 
de Park. 


IX.1.2 Solución mediante la transformada de Laplace 


Aplicando la transformada de Laplace al sistema de ecuaciones diferenciales 9.1, se obtiene el 
siguiente sistema de ecuaciones algebraicas: 


Va(s) Re + Las —OL, 0 Laps la(s) Ag(07) 
Va (s) _ oLa Ro +Lgs 0 Lago (s) a Aq(0™) (9.15) 
Vo(s) 0 0 Ro + Los 0 Ip(s) Ao (07) ` 
Vr(s) Laps 0 0 Ry +L¢s If(s) Af(0*) 
Donde 
Aq(0") La O O Lay ig(0™) 
$0) a | 0 L4 O 0 i¿(0+) 
ATA UY | o oD o || HO re) 
Af(0*) Laf 0 0 Lr if(0*) 
En forma compacta, el sistema anterior se expresa como: 
[Z(s)[Hs)]= [V (s)] + [Lagos] [iagor(0*)) (9.17) 


Donde [Z(s)] es la matriz de impedancia operacional de la máquina sincrónica. 


El determinante de esta matriz define los polos de la respuesta transitoria. Se observa que cada 
uno de los miembros de las ecuaciones 9.15 y 9.17 tienen dimensiones físicas de flujo magnético 
[Wb]. La transformada de Laplace convierte un balance de tensiones en el dominio del tiempo, en 
un equilibrio de flujos en el dominio de la frecuencia. El determinante de la matriz de impedancia 
operacional de la máquina sincrónica [Z(s)], en coordenadas dq0 — f es: 


D = (Ro+Los) x= 
-o [(Re + Las) (Re +Lgs)(Rp +L ys) +-+- 


0 Li pL gs — Laps (Re +Lqs) + © Lalg(Ry +L ys) (9.18) 
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i,(0)=i,(0)=i,(0)= 
v,(1>0)=¥,(1>0)=9,(1>0)=0 


Figura 9.1 Cortocircuito brusco de la máquina sincrónica 


Cuando se desprecian las resistencias del estator y del campo, la expresión 9.18 se simplifica a: 
i AE Ro 
D = LglgLoLfs (5 + © A (9.19) 
Los polos de este polinomio son: 
so = —-— ; 5,;=0; s23 = jo (9.20) 


que corresponden exactamente con los autovalores de la matriz-característica [A], obtenidos en 
la sección IX.1.1. 


Multiplicando la expresión 9.17 porda inversa de la matriz operacional se determinan las corrien- 
tes transformadas. Una vez definidas las fuentes independientes y las condiciones iniciales, se 
obtiene la solución del problema. Resolviendo las ecuaciones diferenciales mediante la técnica 
de autovalores y autovectores es necesario obtener una solución particular y ajustar los coe- 
ficientes indeterminados con las condiciones iniciales. Aplicando la transformada de Laplace, 
la solución completa se obtiene directamente debido a que las funciones de transferencia con- 
tienen toda la información necesaria. Antitransformando cada una de las funciones, se obtiene 
directamente la respuesta temporal del problema. 


IX.2 CORTOCIRCUITO BRUSCO DE LA MAQUINA SINCRONICA 


Uno de los análisis transitorios de mayor interés en el estudio de la máquina sincrónica es el 
cortocircuito trifásico brusco y franco en bornes de las bobinas de armadura. En la figura 9.1 se 
muestra un diagrama esquemático de las condiciones previas y posteriores al cortocircuito. 


Las corrientes de fase son cero durante el tiempo anterior al cortocircuito. Aplicando la trans- 
formación de Park 8.42 a estas condiciones, se obtiene que las corrientes en coordenadas dqO 
en la condición previa al cortocircuito también son nulas. La corriente del campo antes del cor- 
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tocircuito es: y 
ip(07) = É (9.21) 
Ry 
Las condiciones iniciales en el instante de tiempo inmediatamente posterior al cierre del in- 
terruptor (t = 0*), se determinan considerando que los enlaces de flujo en las bobinas de la 
máquina se conservan entre el instante inmediatamente anterior y posterior al cortocircuito. De 
esta forma, las variables transformadas satisfacen la siguiente condición: 


ES 
+ 0- 
W0 | |0 ie 
Af(0*) Af(07) 
La 0 0 Laf ia(07) La 0 0 Laf ig(07 ) 
O Lg 0 0 |} io) | _ | 0 Ly 0 OF hig) | 9» 
0 0 & 0 || mot) | = | 0 o % MO} ino) | 42 
Lar 0 0 Ls if(O*) Lat 0.0 Lr if(07) 
y por tanto: 
a ta) ` 
ig (07 ig(O~ 
in(0*) a ip(O-) - 0 (24A) 
i) Lio) ] LE 


Durante la condición de cortocircuito, las tensiones en bornes de la armadura de la máquina son 
cero, y las tensiones en coordenadas dq0 también son nulas. La tensión en el devanado de campo 
permanece constante en el valor v. La solución particular se obtiene al considerar el comporta- 
miento en régimen permanente de la máquina en un tiempo muy largo posterior al cortocircuito. 
Al despreciar la resistencia del estator, el fasor que representa la corriente de cortocircuito en 
régimen permanente, se retrasa 90 con respecto a la dirección del eje cuadratura. La corrien- 
te de armadura está orientada según la dirección del eje directo, con lo cual se obtiene de las 
ecuaciones fasoriales de la máquina sincrónica en la convención motor el siguiente resultado: 


Ve = Ef + jXala + ¡X¿L, = Ef + jXala=0 > 


. Laf Vf : 
== E =0 9.25 
E= Re oe?) 


De la expresión 9.14 se determinan los coeficientes k; de la solución homogénea del problema: 


_ Laf i ty Lap Vf 
to] [977 a : wei} |S 
1 „Laf Lay df Vf 2 
=|0 0 ¿E -j# o 7 vf =— (9.26) 
k2 i 0 Pe e vs Ry La Ry a 
k3 R; 0 2 


o 
mi 
na 
a 
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Las corrientes instantáneas se obtienen superponiendo la solución homogénea 9.13 y la solución 
particular 9.25: 


Lar Vf 


TORS _f -1 

ia(t) La Ry (cos wt — 1) (9.27) 

Laf yf . 

igt) = ——— — sin @t (9.28) 

j Lq Rf 

. = Laf vf 

i(t) = |1+—+(1-cosa@t) ER (9.29) 
df f 

iot) = 0 (9.30) 


Para obtener las corrientes en coordenadas primitivas, se realiza la transformación inversa de 
Park; la corriente instantánea de la fase a queda: 


2 1 2 
ialt) = ¡acoso —igsin@ + Fo) = E [¡¿cos(wt + 09) =igsin( or +00)] = 


2vf 1 1 
=4/ 22L rar |-> coslot+ 8 z 
3 s oo +00) + T 


La expresión 9.31 puede ser mejor interpretada si se multiplica y divide por la velocidad sincró- 
nica @, y se incorpora la definición de la fuerza electromotriz que produce el campo Ey: 


l, 1 1 
2 ~(— + — .31 
) cos( ot + +3 EN (9.31) 


i 
Ly id 


NI | 
AQ 


1 lon 1 
——; cos(@t + 09) +=(S, =—) cos(2@t+ 66) + 
(t+ 8) +5 (er gola o) 


— 


1 
ig(t) = V2E5 (— +—)cos@} (9.32) 
d Xq 


Utilizando el método de la transformada de Laplace se obtienen exactamente los mismos resul- 
tados. En este caso es necesario determinar las corrientes transformadas de la expresión 9.15: 


[Ks)] = [Z(s)1? ([Lagoy] [1(07)] + [V(s)]) (9.33) 


Cuando se desprecian las resistencias de los devanados, la matriz de impedancia inversa es: 


Las — OL, 0 La fs 


ai. | oLa Lys O Lao = 

As] =] o 0 Los 0 

Lafs 0 0 Lfs 
os e = o -M 
L (2+0?) Li (s?+07) L¿Lfs 
_ “Tete Tee) 9 9 (9.34) 
0 0 m 0 | 
Lars Lar 0 1 

L¿Lf(s?+0?) L¿Ly(s?+0?) Ls 
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IX.3 Interpretación física de las inductancias transitorias 


Como las tres fuentes de tensión de las fases son nulas durante la aplicación del cortocircuito, 
en el dominio de la frecuencia se obtienen las siguientes corrientes transformadas: 


Laso? vf 
I = = APA a 
als) s(s2 + 02)L, Ry vem) 
Laf@ vf 
I = =-= — 9.36 
als) (+ @)Ly Ry (%36) 
l(s) = 0 (9.37) 
wo L 
LG = hr ee (9.38) 


2+0? ss +0%)L,| Rf 
Transformando las expresiones anteriores al dominio del tiempo se obtienen las mismas corrien- 
tes instantáneas 9.27 a 9.30, calculadas mediante el método de los autovalores y autovectores. 


Las corrientes por la armadura y por el campo dependen de la velocidad angular mecánica de la 
máquina, porque durante el transitorio electromagnético la velocidad permanece prácticamente 
constante. Las oscilaciones de las corrientes son automantenidas y no amortiguadas debido a 
que se han despreciado las resistencias de las bobinas. El ángulo 6) determina la posición del 
rotor con respecto al eje magnético de la fase a del estator en el instante de tiempo inicial del 
cortocircuito. La expresión 9.32 se utiliza frecuentemente en el ajuste de las protecciones contra 
cortocircuito de las máquinas sincrónicas. 


IX.3 INTERPRETACION FISICA DE LAS INDUCTANCIAS TRANSITORIAS 


En la expresión 9.5 se han definido las inductancias Es L y E, y Para simplificar el análisis 


. . Fe 2 . . 2o . . 4 Bo sa 
de los transitorios electromagnéticos de la maquina sincrónica. Las inductancias Lj y L y Henen 


una interpretación física concreta y representan parámetros equivalentes vistos desde el eje d y 
f respectivamente. En la figura 9.2 se representa la configuración esquemática de las bobinas 
del eje directo y del campo. Estas bobinas se encuentran perfectamente alineadas por la defini- 
ción de la transformación y constituyen un circuito acoplado magnéticamente, semejante a un 
transformador de dos devanados, d y f. 


El modelo matemático que define el comportamiento del circuito magnético representado en la 
figura 9.2 es el siguiente: 
| Va | = | Lap  Lafp | | ld | (9,39) 
Vf La fP Lyp lg 


Cuando el circuito de campo se excita mediante una fuente de tensión, se puede referir este 
circuito al eje directo mediante la reducción de Krón: 


2 


Larus La rn... La 
va = (La — pia + vp = Lypig+ vp (9.40) 
f T T 
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Figura 9.2 Acoplamiento magnético entre las bobinas del eje directo y del campo 


Alimentando el eje directo con una fuente de tensión y reflejando este devanado sobre el campo 
de la máquina mediante la reducción de Krón, se obtiene: 


2 
Lir 


vf = (Lf - A + 


Ly =f pis -+ shy (9.41) 
El reflejo de la bobina del campo sobre el eje directo y el reflejo de la bobina del eje directo 
sobre el campo define las inductancias transitorias E, y Ls respectivamente. El acoplamiento 
entre estos dos circuitos implica una reducción efectiva de la inductancia equivalente que se 
observa desde cada una de las bobinas-cuando la otra se excita mediante una fuente de tensión. 
La tensión de excitación aparece reflejada en la bobina del eje directo en la proporción E que es 


prácticamente igual? a la relación de vueltas entre las dos bobinas Da. En el circuito de campo, 

la situación es similar y aparece el reflejo de la tensión del eje directo vg a través de la relación 
p e Ny 

de transformación del número de vueltas ME 


Si un circuito acoplado magnéticamente con la bobina se encuentra abierto, o se excita mediante 
una fuente de corriente, la inductancia propia de la bobina permanece constante. Como el eje 
cuadratura no está acoplado magnéticamente con ninguna otra bobina, la inductancia propia de 
este eje es independiente de los fenómenos transitorios en el resto de las bobinas. En estos casos, 
las constantes de tiempo de las bobinas están determinadas por el cociente entre la inductancia 
propia y la resistencia de cada enrollado. Cuando la máquina se conecta a fuentes de tensión, 
en la armadura o en el campo, las constantes de tiempo se reducen debido al acoplamiento 
magnético existente entre estas bobinas. 


2 Despreciando los caminos de dispersión del campo. 
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IX.4 Tensión de armadura en circuito abierto 


IX.4 TENSIÓN DE ARMADURA EN CIRCUITO ABIERTO 


Cuando la armadura de la máquina sincrónica se encuentra en circuito abierto, aparecen en 
estas bobinas fuerzas electromotrices, pero no existe acoplamiento electromagnético entre estos 
circuitos y el campo. La ecuación del circuito de campo es: 


di 
vf =Rfif + Ly (9.42) 


Esta ecuación diferencial define la constante de tiempo del circuito de campo cuando los deva- 
nados de armadura se encuentran en circuito abierto: 


Ly 


Ry (9.43) 


Tfo = 
En la práctica, la constante de tiempo del campo con las bobinas del estator en circuito abierto, 
está comprendida entre 1 y 20 segundos debido a que la resistencia Ry de este enrollado se 
diseña lo más pequeña posible para reducir las pérdidas 6hmicas. 


Las fuerzas electromotrices que aparecen sobre las bobinas de los ejes directo y cuadratura, con 
las bobinas de armadura en circuito abierto son: 


dir 
= Lap — 9,44 
Vd df Th (9.44) 
oO d La rif (9.45) 


Determinando la solución de la ecuación diferencial 9.42 y sustituyendo esta corriente en las 
expresiones anteriores, se obtienen los siguientes resultados: 


TOR Un (9.46) 
L as 

valt) = atte 770 (9.47) 
fo Ry 
Laf v =t 

a A (9.48) 


La fuerza electromotriz en la fase a de la máquina se consigue mediante la transformación 
inversa de Park 8.46: 


vili= E [va(t) cos(@t + A) — valt) sin( wr + Op) | (9.49) 


Al comparar las expresiones 9.44 y 9.45 se observa que la fuerza electromotriz inducida sobre 
la bobina del eje cuadratura v,, es mucho mayor que la inducida sobre el eje directo vg, debido 
a que generalmente la velocidad sincrónica de la máquina es mucho mayor que el inverso de 
la constante de tiempo Tro. Despreciando la fuerza electromotriz del eje directo se obtiene la 
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- V2 


0 --;----------f}H---------4-------! La LA EE i PA ARE. an A wt 


Figura 9.3 Tensión de armadura en circuito abierto ante una energización del campo 


siguiente tensión sobre la bobina de la máquina: 


7 RES 
valt) = -Zotar =e 0 ) sin(@t + 80) (9.50) 


En la figura 9.3 se presenta un gráfico de la fuerza electromotriz en bornes de la máquina, durante 
la energización del campo, cuando la armadura se encuentra en circuito abierto. 


IX.5 SISTEMA ADIMENSIONAL DE UNIDADES 


Al igual que en las otras máquinas eléctricas y en el sistema eléctrico de potencia es conveniente 
utilizar el sistema adimensional de unidades, también conocido como sistema en por unidad, 
para cuantificar las diferentes variables que definen el comportamiento de la máquina sincrónica. 
Como sucede en los transformadores, la máquina sincrónica posee un rendimiento elevado en 
el rango de operación industrial y es conveniente definir la potencia eléctrica aparente de la 
máquina como potencia base del sistema adimensional de unidades. En muchas ocasiones es 
aconsejable utilizar como base de potencia la potencia aparente monofasica de la armadura de 
la máquina, especialmente cuando se definen las bases del rotor, con la finalidad de centrar las 
magnitudes en por unidad de las variables y parámetros asociados con el rotor. Estas variables 
pueden obtener valores extremos, porque el circuito de campo consume una potencia que es 
varios Órdenes de magnitud inferior a la de armadura. 


Además de fijar las bases de potencia, tensión y corriente en los convertidores electromecánicos 
es necesario definir las bases de par, velocidad, tiempo, impedancia e inductancia. El par base 
se define como el cociente entre la potencia base y la velocidad base de la máquina: 


TB 
Op 


(9.51) 
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IX.5 Sistema adimensional de unidades 


La velocidad base de la máquina en general se escoge igual a la velocidad sincrónica: 


m= ee (9.52) 


P P 


Donde p es el número de pares de polos del convertidor y f es la frecuencia de las corrientes 
de armadura. Al definir la velocidad base de la máquina, el tiempo base y el ángulo base se 
encuentran relacionados; al escoger uno, el otro queda automáticamente definido: 


OB $ OB l rad 
tB Op Qs 


Op (9.53) 


Para convertir las inductancias al sistema adimensional de unidades es necesario definir la im- 
pedancia e inductancia base del circuito, de acuerdo con las expresiones 9.52 y 9.53 se tiene: 


B (9.54) 


Con las bases definidas anteriormente, la inductancia e impedancia adimensional es: 


L @pgL A 
A _ Ot _ A? 9.55 
“Ip @he DN ” ea) 


Las inductancias propias de las bobinas de la máquina sincrónica están constituidas por una 
componente de magnetización y otra de dispersión: 


La = Bud Esa = Lina (dé oa) (9.56) 

La, = LP Lo = La ld) (9.57) 

Es = Ling + Lag FLA + Of) (9.58) 
Donde: Ñ Ñ i 

04 ~ MSP -L ; o = 2 (9.59) 


= -= ; 0 
> q > f 
Emnd Lind Lin f 
Las inductancias de magnetización del eje directo y del campo, están relacionadas con la induc- 
tancia mutua entre el eje directo y el campo porque poseen el mismo camino magnético. Los 
valores físicos de estas inductancias se distinguen porque cada una de ellas está definida por 
diferentes números de vueltas: 


En N a Lng = NF Pmf ; Lap = NaN ¢ ar (9.60) 


Donde: 

$2md = mf = Pdf (9.61) 
Si los nimeros de vueltas de las bobinas del campo y del eje directo son iguales, las tres induc- 
tancias de la expresión 9.60 tienen el mismo valor. Definiendo las bases del sistema adimensional 
de unidades, es posible obtener esta simplificación. Cuando se define la potencia base de la má- 
quina para el circuito de armadura y la tensión base de cada bobina como su tensión nominal, en 
el estator la corriente bases es igual a la corriente nominal. En el rotor esta situación es diferente, 
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la tensión nominal de la bobina de campo y la potencia aparente de armadura no producen una 
corriente base del mismo orden de magnitud que la corriente nominal del campo. Los valores en 
por unidad son extremadamente grandes o pequeños, y se pierden las ventajas del sistema adi- 
mensional de unidades. Una solución posible para este problema consiste en definir los enlaces 
de flujo base de cada bobina: 


Asma = Lmalg = Laslar (9.62) 
Aprm = Lagle = Lng lar (9.63) 


Multiplicando las expresiones anteriores se obtiene la siguiente relación entre las corrientes base 
en la armadura y el campo: 
IBF Lma N, d 
Lnalg =Lmyglgp > — =, 7 =- 9.64 
mdi B mft BF in Lmf Ny ( ) 


Utilizando la base monofásica de potencia aparente de armadura en ambos circuitos, se obtiene 
la relación entre las bases de tensión de armadura y campo: 


VBF Ip Nf 
Sp = VgIg = VgrIgr > — = — = 
B BiB BFABF Vg Isr Na 


(9.65) 


La expresión 9.65 define un sistema de tensiones y corrientes base en armadura y campo. Es- 
te sistema de bases simplifica notablemente la matriz de inductancias propias y mutuas de la 
máquina sincrónica cuando ésta se expresa en por unidad de las bases de enlace de flujo. Las 
impedancias base propias y mutuas, en el sistema adimensional de unidades son: 


Ve Ve 
Y, =2= 2 9.66 
B r A (9.66) 
» 2 
Var, NPV, © (Ny 
BF = Tap E? N) 78 (9.67) 
Ve Nf Vg Nf VBF 
Fr pr = Ma == Zp = — = Zp_ 9.68 
B-DF = 7 Nile Na F B—FD (9.68) 
Donde: i 
Vp = Ag y SB = Sing = aon 


Las inductancias adimensionales de la máquina sincrónica, expresadas en el sistema de bases de 
enlaces de flujo y potencia aparente monofásica son: 


N2 o 

Ld (Pu) = Lu = 7, ibas (9.69) 
Naif Op 

Limp (pu) = o = z Naas (9.70) 
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Tabla 9.1 Rango típico de los valores de las inductancias de la máquina sincrónica de polos 


salientes 
Laf = Ema = Emf 0,7~ 1,1 


Les 
— (0,27 ~ 0,43)Lg f 


E 
(0,29 ~ 0,47) Lg f 


NaNy$94f _ OB 
Laf(pu) = ae = 7, Na Sap (9.71) 


En el sistema adimensional que utiliza las bases de enlace de flujo y potencia aparente monofá- 
sica, las tres inductancias calculadas en las expresiones 9.69, 9.70 y 9.71 son iguales. El valor 
en por unidad de estas inductancias depende de la permeabilidad del camino magnético mu- 
tuo estator-rotor $24. Valores típicos adimensionales de las inductancias propias, mutuas y de 
dispersión en las máquinas sincrónicas convencionales se presentan en la tabla 9.1. 


Utilizando valores numéricos medios de las inductancias estimadas anteriormente es posible 
evaluar cuantitativamente la corriente instantánea de la fase a, para todo tiempo posterior al 
cortocircuito brusco de la máquina sincrónica tal como se obtuvo en la ecuación 9.32. Si la 
fuerza electromotriz Ef es 1,0 en por unidad, debido a que en la condición previa al cortocircuito 
la máquina se encontraba en vacío a tensión nominal, la corriente instantánea resulta ser: 


ig(t) = —4,29cos(@t + 67) + 1,18cos(2@t + 69) + 3,10cos 65 (9.72) 


La corriente de cortocircuito posee una componente de frecuencia fundamental cuyo valor efec- 
tivo es superior a 3,0 en por unidad de la corriente nominal. Evaluando la corriente de cortocir- 
cuito mediante el diagrama fasorial de la máquina sincrónica, se obtiene que el valor efectivo 
de la corriente es aproximadamente 0,95 en por unidad. Un cortocircuito mantenido durante un 
tiempo suficiente largo como para alcanzar el régimen permanente, producirá el decaimiento 
de las corrientes instantáneas hasta alcanzar la solución obtenida mediante el diagrama fasorial. 
Durante los primeros instantes de tiempo, el acoplamiento magnético entre el campo y el eje 
directo reflejan una reactancia transitoria del eje directo mucho más pequeña que la reactancia 
de régimen permanente y por esta razón se incrementa el nivel de cortocircuito de la máquina 
sincrónica. En la figura 9.4 se representa la corriente de la expresión 9.72, cuando el cortocircui- 
to se inicia en el momento en el cual el eje magnético del campo coincide con el eje magnético 
de la fase a del estator (0) = 0). 
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Figura 9.4 Cortocircuito brusco de la máquina sincrónica (Oy = 0), sin resistencia en los deva- 
nados 


IX.6 ANALISIS TRANSITORIO CON RESISTENCIAS 


En las secciones anteriores se han despreciado las resistencias de las bobinas para simplificar la 
solución analítica del problema. Además se considera en todo el desarrollo que las tensiones en 
las bobinas son las variables independientes, y las corrientes son las variables de estado del siste- 
ma. Si el campo se excita mediante una fuente de corriente, el problema tiene un planteamiento 
y solución diferente. Las ecuaciones dinámicas de la máquina sincrónica se pueden representar 


de la siguiente forma: | 
ENS 


Va Re + Lap —OL, Lafp ld 
= Vq = oOLa Re +L¿p OLaf lg (9.73) 
[vA | Lapp 9 | [Rp +Lyp| liş] 


Como las condiciones forzantes son híbridas; tensiones del estator y corrientes en el rotor, la 
expresión 9.73 se puede descomponer y reordenar de la forma siguiente: 


[ve] = [Zee] [ie] + [Zer] [i-] (9.74) 
[vr] = [Ze] lie] + [Zrr] [ir] (9.75) 


li] = — Za [Zre] [ie] + Zar [v,] (9.76) 


pel = [Lee] — er] ied! Lvl) lil + [el rl Be (9.77) 
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Estas dos ecuaciones se pueden expresar así: 


| a | E [Zee] — (Zer ZC Zr] [Zo |Z, B | A (0.78) 


-1 -1 
|- [Z] [Zr] [Zr] 
Realizando las operaciones matriciales indicadas en el sistema de ecuaciones anterior se obtiene: 


2 


EajP Laf 

E = dfP 
va Rar g Ry+Lyp | P Oly Re+Lyp ig 
= Lipp OLaj ; 

v = _ Laf df i (9.79) 

i j g 25) Ret Lap Rf+Lfp ls 
_ _Lafp 0 1 h 

Rf+Lfp Rf+Lfp 


De la expresión 9.79 se puede obtener después de realizar la transformación de Laplace la im- 
pedancia operacional propia del eje directo en el dominio de la frecuencia (p — s): 


Lis 
Zaa(s) E Re + La = ——=a «COT (9.80) 


Si se aplica un escalón de corriente en el eje directo de la máquina con el devanado de campo en 
cortocircuito se obtiene la siguiente tensión en la bobina del eje directo: 


j Ro Lips 
V, =Z 1] —+L,-——_ |/ 9.81 
als) = Zaa (s) 8 E +Lq o (9.81) 


La tensión en el instante inmediatamente posterior al cortocircuito (t = 0*), se consigue apli- 
cando el teorema del valor inicial: 


+ A - Lips” , 
va (0*) = lím s Vals) = Tim R.+sLqa— Ras I> sL¿l (9.82) 


En el instante inicial, el eje directo se comporta como un circuito abierto con una impedancia 
infinita. Si se intercambia en la ecuación 9.80, el operador de Laplace s, por el operador de 
régimen permanente j@, se obtiene la respuesta en frecuencia para la impedancia del eje directo: 


RyL ¿00? Old. 
r f . dafEf 
Z, 0) = | Re+ -= | + Jo | La — 55 9.83 
ad(J@) ( ° Re + @7L4 g R5+0?L5 ( ) 


Cuando la frecuencia j@ es reducida pero diferente de cero, la bobina tiende a comportarse 
de acuerdo con sus parámetros de régimen permanente, Re y Lg. A medida que aumenta la 
frecuencia, el acoplamiento entre el campo y el eje directo incrementa la resistencia equivalente 
de la bobina y reduce la inductancia. En el límite, cuando la frecuencia tiende a infinito, la 
resistencia del rotor queda reflejada en el eje directo según la relación cuadrática del número de 
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Figura 9.5 Lugar geométrico de la resistencia e inductancia propia del eje directo al variar la 
frecuencia @ 


vueltas, y la inductancia de la bobina tiende al valor transitorio Lg 


Zaa(@ > 0) = R.+j@Lq (9.84) 
N? , 
Zad(@— 0) = Rè+ nak + joL, (9.85) 


En la figura 9.5 se representa el lugar geométrico de la impedancia propia de la bobina del eje 
directo con la frecuencia como parámetro. En este diagrama se puede observar que la máquina 
sincrónica varía durante el transitorio su impedancia de entrada. En los primeros instantes, la re- 
actancia transitoria se manifiesta plenamente y a medida que transcurre el tiempo la impedancia 
se estabiliza en el valor de régimen permanente. 


En el listado 12 se reproduce un procedimiento de cálculo en el entorno de programación SCI- 
LABO que permite evaluar las corrientes en coordenadas primitivas y transformadas durante un 
cortocircuito brusco de la máquina sincrónica, considerando las atenuaciones debidas a las resis- 
tencias de las bobinas. En la figura 9.6 (a) se muestra en un gráfico los resultados obtenidos para 
las variables en el sistema de coordenadas dqf, mientras que en la figura 9.6 (b) se representan 
las corrientes en coordenadas primitivas a y f. 
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Algoritmo 12 Cálculo de las corrientes de la máquina sincrónica de polos saliente durante un 


cortocircuito brusco 


// ANALISIS TRANSITORIO DE MAQUINAS SINCRONICAS 


// pli]=-[L]^-1*([R]+w*[G])+[L]^-1*[v] 
// [A] =-[L]7-1*C[R]+w* [G] ) 

w= 1.0; 

re = 0.01;rf = 0.02; 

Ld = 1.0;Lq = 0.6;Lf = 1.0;Ldf= 0.8; 


R = diag([re re rf],0); 

L = [Ld 0 Ldf;0 Lq 0;Ldf O Lf]; 
G = w*[0,-Lq,0;Ld,0,Ldf;0,0,0]; 
Lin = inv(L); 


A =-Lin*(R+G);Ain = 
[V,g] = eig(A); 

io = [0;0;1]; 

t = 0:.1:160; 

el=exp(g(1,1)*t); 

e2=exp(g(2,2)*t) ; 

e3=exp(g(3,3)*t) ; 
ip =-Ain*Lin*[0;0;rfx*1]; 

ih = io-ip; 

k=inv(V)*ih; 

ke = diag(k,0)*[e1;e2;e3]; i = V*ke; 

for m=1:length(t) ; 
i(1,m)=i(1,m)+ip(1); 
i(2,m)=i(2,m)+ip(2); 
i(3,m)=i(3,m)+ip(3) ; 

end; 

scf(0) 

plot(t,i(1,:),t,i(2,:),t,i(3,:)) 


inv(A); 


scf(1) 
ia=(i(4,:).*cos(w*t)-i(2,:).*sin(w*t)); 
plot(t,ia,t,i(3,:)) 


// 


velocidad sincrónica 

resistencia del estator y del campo 
inductancia del eje d, q, f y mutua df 
matriz de resistencias 

matriz de inductancias 

matriz de generación 

inversa de L 

matriz de transición de estado y su inversa 
autovectores y autovalores de A 
condiciones iniciales prefalla 
tiempo de la solución en pu 
decaimiento del ler autovalor 
decaimiento del 2do autovalor 
decaimiento del 3er autovalor 
solución particular p[i]=0 
corrientes homogéneas en t=0+ 
coeficientes homogéneos 

solución homogénea 

solución total 

id 

iq 

if 


grafico de las corrientes id,iq e if 
transformación inversa de Park 


gráfico de las corrientes ia e if 
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(a) Corrientes directa, cuadratura y de campo 
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(b) Corrientes de armadura y de campo 
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Figura 9.6 Corrientes de cortocircuito de la m 
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IX.7 CONSTANTES DE TIEMPO EN CIRCUITOS ACOPLADOS MAGNETICAMENTE 


En la maquina sincrónica, el eje directo y la bobina del campo se encuentran acoplados magnéti- 
camente tal como se muestra en la figura 9.2. Las ecuaciones que representan el comportamiento 
dinámico de los ejes directo y cuadratura son: 


Va Ra+Lap Lafp | | ld | 
= . 9.86 
| vf | | Lapp = Re +Lyp | | ip ee) 


En el dominio de la transformada de Laplace se obtiene: 


o ias etie Lo La i | Lite 


Si en el instante inicial se cortocircuitan simultáneamente ambos terminales del transformador, 
en presencia de flujo atrapado en las bobinas, las corrientes en el dominio de la frecuencia 
resultan ser: 


[1 JT 


Donde: 


| (9.87) 


y o A 


La(Rp+Lgs) —Lgps  Lap(Rp+Lgs) =LyLags | | a@(0*) (9.88) 
—LapLas +Lap(Ra + Las) —Li pot Lp(Ra + Las) ¿fp (0%) 


D = (Ra + Las)(RP+ Lys) — Lays (9.89) 


Considerando que en la bobina d del transformador no circulaba corriente en el instante inicial, 
la corriente por este circuito después del cortocircuito es: 


LafR ig(O") 


(Ra + Las)(Ry + Lys) — Li ps? 


IAR (9.90) 


Las constantes de tiempo del circuito están determinadas por el denominador de la ecuación 
9.90. Este denominador se puede expresar de la siguiente forma: 


1 1 
D= Lig | (doa) + of)(— +5)(— +s) -3 (9.91) 
` Tdo (740 
Donde: L E L L 
tao SL 3 tro = ; oy = ; of = (9.92) 
Ro Ry Laf Laf 


Cuando el acoplamiento es perfecto, los coeficientes de dispersión Og y Og son cero, en este caso 
el denominador 9.91 se reduce a: 
1 1 | 1 j! 


1 
D=}, (—+—)s+ =I (9.93) 
af |( un a ToT af T = eT n 


Si el acoplamiento es perfecto, el sistema tiene una sola constante de tiempo que es igual a la 
suma de las constantes de tiempo de cada una de las bobinas. En cambio, cuando el acoplamiento 
es muy débil, los coeficientes de dispersión son muy grandes y el denominador 9.90 se reduce 


427 


Capitulo IX Régimen transitorio de la máquina sincrónica 


aproximadamente a: 
1 1 
2 
D=Lgp(1+04)(1+ EER) (9.94) 
Tao Tf0 

Las constantes de tiempo son idénticas en este caso a cada una de las constantes de tiempo de 
los circuitos propios en vacío. Cuando el circuito magnético está fuertemente desacoplado, las 
bobinas actúan independientemente una de la otra. 


En un circuito magnético ideal, el acoplamiento es perfecto. Aun cuando físicamente esto no es 
posible, en la práctica el acoplamiento puede llegar a ser prácticamente perfecto. Los enlaces de 
flujo no pueden cambiar en un tiempo cero sin un consumo infinito de potencia, por esta razón 


se cumple siempre en cualquier caso: 
Ea | = | La Laf | Be | _ | La Laf | | ia(0™ | = | Aa(05) | (9.95) 
Af(0”) Lag Ef | | if(07) Lag Ef || ip As (0") 
En la condición ideal de acoplamiento perfecto, el determinante de la matriz de inductancias es 
cero: 


E Sy 


LaLy — Lay = Lap (1404) (1+07) — Lgs 20, si ogo, 0 (9.96) 


Una de las dos ecuaciones del sistema 9.95 es linealmente dependiente de la otra. En presen- 
cia de acoplamiento perfecto, las corrientes entre el instante £ = 07 y t = 0% no se mantienen 
necesariamente constantes. En cambio, los enlaces de flujo sí tienen que permanecer constantes 
entre estos dos instantes. Por esta razón, siempre se cumple que: 


Laig(07) +Lafig(07) = Laig(O*) + Lafif(07) (9.97) 


Con cualquier otro acoplamiento, se mantienen constantes las corrientes entre los instantes an- 
terior y posterior al cortocircuito: 


(SD) = ig(0”) (9.98) 
ip(07) = ig(o*) (9.99) 
IX.8 ANALISIS TRANSITORIO APROXIMADO 


Los términos de transformación en el modelo en coordenadas dqf de la máquina sincrónica son 
despreciables en comparación con los términos de generación”. En el campo todas las fuerzas 
electromotrices son de transformación, y por esta razón no es posible despreciar ningún tér- 
mino en la ecuación correspondiente a esta bobina. Las ecuaciones de la máquina sincrónica, al 
despreciar los términos de transformación asociados con el eje directo y cuadratura, se pueden 
representar de la siguiente forma: 


va T E ds 
Vq = Xq Re OLgf ig (9. 100) 
vf Lafp 0 Ry+Lsp if 


3 Recuerde que en el sistema de coordenadas dq f las corrientes y tensiones de régimen permanente son constantes. 
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i E; E, ¢eq 


Figura 9.7 Diagrama fasorial aproximado de la fuerza electromotriz transitoria 


Durante los primeros instantes del período transitorio, el enlace de flujo de la bobina de cam- 
po Af se mantiene prácticamente constante. Las corrientes iy e if deben variar para mantener 
constante este enlace de flujo. Si se considera que el enlace de flujo se mantiene mediante una 
corriente equivalente que circula por la bobina de campo, se puede evaluar la fuerza electromo- 
triz que este enlace produce sobre el eje cuadratura: 


/ . hy Lyig + Laia 
ef = OL fi f equi = Ora Tg = R Td = 


ir, i 
= lapis + 0-H ig = eg (Xg=X)ia (9.101) 
Ly 


E n o / . 2 
La fuerza electromotriz transitoria e permanece constante mientras que no varíe el enlace de 
flujo del campo Af. La ecuación 9.101 determina el valor de esta fuerza electromotriz. En con- 


vención generador y en representación fasorial, la fuerza electromotriz transitoria E, es: 
E, = Ey = INTO Xala = Ve + jXglat jXqlq (9.102) 


La expresión 9.102 determina la fuerza electromotriz transitoria, que permanece prácticamente 
constante mientras no decae el enlace de flujo del campo. Para evaluar la fuerza electromotriz 
transitoria es necesario determinar las corrientes Iy e I, de régimen permanente, antes de que 
ocurra la perturbación. Con las corrientes de régimen permanente se construye el diagrama 
fasorial utilizando como parámetro la reactancia transitoria del eje directo X "en lugar de la 
reactancia de régimen permanente X4. En el eje cuadratura no existe acoplamiento magnético 
con la bobina de campo, y la reactancia de régimen permanente de este eje continúa siendo X4. 
En la figura 9.7 se muestra el diagrama fasorial del procedimiento descrito. 


El diagrama fasorial de la figura 9.7 representa la fuerza electromotriz transitoria que se man- 
tiene constante durante los primeros instantes posteriores a la perturbación, evaluada a partir de 
las condiciones de operación previas. El decaimiento de estas condiciones está determinado por 
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la constante de tiempo transitoria del campo: 


i Ly Lf 


Rp Rp 


Tf = (9.103) 
Si la condición de operación una vez ocurrida la perturbación es una variación súbita de la 
tensión de armadura, tal como sucede en el caso del cortocircuito brusco, se puede recalcular 
el diagrama fasorial transitorio aproximado utilizando la nueva tensión de armadura, la fuerza 
electromotriz transitoria, la reactancia transitoria del eje directo y la reactancia del eje cuadra- 
tura. Las corrientes resultantes de este análisis son aproximadamente las que se obtienen en los 
primeros instantes del transitorio para la componente de frecuencia fundamental de la solución. 
Durante el período de validez de esta aproximación, la potencia eléctrica media suministrada 
por la máquina a la red se determina aproximadamente mediante la siguiente expresión: 


VE vfi 1 
B=- Linit | — ——| sin26 (9.104) 
Xy 2 Xy d 


Utilizando este método para evaluar las corrientes de cortocircuito franco de la máquina sin- 
crónica, se determina en primer lugar la fuerza electromotriz transitoria con las condiciones de 
Operación previas a la perturbación: 


Es = Ve + ¡X¿Lo + j APPA) (9.105) 


Posteriormente se resuelve el diagrama fasorial con las nuevas condiciones impuestas por la 
perturbación: 


Es = V, + ¡XgL¿ + ¡XgL, = Ve + XL + j(Xg a, I, 


(9.106) 
Durante el cortocircuito, la tensión de armadura v, es cero. La corriente se encuentra retrasada 
90 con respecto a la fuerza electromotriz E;, cuando se considera que la impedancia interna 
de la maquina es completamente inductiva, al despreciar las resistencias de los devanados. La 


corriente transitoria de cortocircuito se calcula de la siguiente forma: 


1 


/ 1 1 f 1 1 Gl / E 
ES + LAU = XL, > = e (9.107) 
d 
IX.9 PEQUENAS OSCILACIONES DE LA MAQUINA SINCRONICA 


En los análisis transitorios electromagnéticos realizados en las secciones precedentes se conside- 
ra que la velocidad mecánica del rotor de la máquina permanece prácticamente constante durante 
todo el tiempo que dura el proceso. Esta aproximación se justifica por la diferencia existente en- 
tre las constantes de tiempo del circuito electromagnético y del sistema mecánico. Cuando se 
considera que la velocidad de la máquina permanece constante, se simplifica notablemente el 
problema porque el conjunto de ecuaciones diferenciales que definen su comportamiento es li- 
neal y puede ser resuelto mediante técnicas analíticas. Sin embargo, la velocidad de la máquina 
depende del equilibrio existente entre el par eléctrico y el par mecánico. Este equilibrio se rompe 


430 


IX.9 Pequeñas oscilaciones de la máquina sincrónica 


frecuentemente durante la operación normal de la máquina, por variaciones del par mecánico de 
accionamiento, perturbaciones de la red o cambios en la excitatriz de la máquina. Muchas de 
estas perturbaciones o variaciones son de pequeña magnitud y aun cuando el modelo que repre- 
senta el comportamiento de la máquina es no lineal y de gran complejidad, es posible simplificar 
el problema, linealizando las ecuaciones en el entorno de un determinado punto de operación. De 
esta forma se analizan las oscilaciones naturales de la máquina sincrónica sometida a pequeñas 
perturbaciones de sus condiciones de operación. 


La ecuación diferencial que representa matemáticamente la dinámica del sistema mecánico es 
la siguiente: 
dO dO dam 


J — +0 = J — + Q On = Tn — Te 9.108 
dt? dt dt b ( ) 


Donde: 


es la constante de inercia de las masas rotantes, y 


104 es el coeficiente de fricción. 


Multiplicando la expresión anterior por la velocidad mecánica y dividiendo por la potencia apa- 
rente base de la máquina, se obtiene el balance de potencias en el sistema adimensional de 


unidades: dl 

On dOn AD 
— —— On = Pn — P, 9.109 
Se di + S; (pu) —P.(pu) ( ) 


Multiplicando y dividiendo el primer miembro de la ecuación 9.109 por la velocidad base @p, 
se obtiene la siguiente expresión: 


Sp dt Sp 7 omkpu) = Pnl pu) — Pel pu) (9.110) 


La velocidad mecánica del rotor permanece en todo momento cercana a la velocidad sincrónica 
@m © Op, que es la base de velocidad del sistema adimensional de unidades utilizado. Por esta 
razón, la ecuación 9.110 se puede expresar en forma aproximada como: 


Jo do, (pu) ao? 
—B "TN ÉL y (pu) = Pl pu) — Po (pu) (9.111) 
SB dt SB 
Definiendo la constante de inercia H en el sistema adimensional de unidades como el cociente 
entre la energía cinética W; acumulada en la masa rotante de la máquina girando a la velocidad 
sincrónica Wg y la potencia base Sp: 


1 2 
H= W,(@g) _ 3/05 


9.112 
Se Sp ( ) 


la ecuación 9.111 se expresar como: 


y IOn(pu) 


2 
dt 


+Pp(pu)Om(pu) = Pn(pu) — Pe( pu) (9.113) 


Donde: 
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Pp(pu) representa las pérdidas mecánicas a la velocidad sincrónica en por uni- 
dad de la potencia base. 


El ángulo de carga 6 está definido por las posiciones respectivas del eje magnético de la pieza 
polar y de la amplitud del campo magnético rotatorio producido por las bobinas del estator. El 
primero gira a la velocidad mecánica y el segundo a la velocidad sincrónica. La variación del 
ángulo de carga Ó está determinado por la diferencia entre estas dos velocidades: 


dé On Os 
— = Omn — O; = Og | —- — — | = 08 [On —1 9.114 
a „=o 2 2| = eo lonou) = 9414) 
1 dé 

(pu) = on di palio) 

dom 1 d?8 
=> 9.116 
dt  @g dl? i l 

Reemplazando las expresiones 9.115 y 9.116 en la ecuación 9.113, se obtiene: 
2 
P 

a Oe | (9.117) 


En régimen permanente la velocidad es constante, por tanto las derivadas primera y segunda del 
ángulo de carga con respecto al tiempo son nulas, con lo que la expresión 9.117 es: 


Pn — Pe =Pgi= 0 (9.118) 


La expresión 9.118 determina el punto de equilibrio en régimen permanente y la ecuación dife- 
rencial 9.117 representa la dinámica del sistema mecánico. Esta ecuación diferencial no es lineal 
debido a que la potencia eléctrica entregada por la máquina sincrónica tiene una dependencia no 
lineal con el ángulo de carga. Sin embargo, cuando la variación del ángulo de carga es pequeña, 
se puede linealizar la ecuación diferencial en el entorno del punto de equilibrio, obteniéndose 
las siguientes relaciones: 

6 = 69 + Ad (9.119) 


dd d& dAô dA 


-æ — .12 
dt dt = dt dt (9.120) 
dë d [dAS d2AS 

ESA ha ER 191 
dt? dt | dt | dt? nae 


La ecuación de la potencia eléctrica, que linealiza en el entorno del punto de equilibrio es: 


1 


pa iy (5 +8) +¥2 (LAS 
o ee D AAA 
VE, vefi 1 VE, 1 4 
fo: e : f 2 
x ~ sin ðo + -Æ | — — — | sin2ôo | + | —~cos ĉo + V; | >= — | cos2ô | Ad = 
K oo +> a Xx ôo X % x, E 
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OP.( do) 
06 


= P.(d9) + Ad ~ P.(d9 + Ad) ~ P.(6) (9.122) 
La expresión anterior aproxima la potencia eléctrica mediante una expansión en series de Taylor 
centrada en el punto de equilibrio de potencias y truncada a partir de los términos de segundo 
orden. El primer término de la ecuación 9.122 representa la potencia eléctrica en el punto de 
equilibrio, y el segundo término se define como el incremento de la potencia eléctrica con el 
ángulo de carga en el entorno del punto de equilibrio, conocido como potencia sincronizante de 
la máquina sincrónica. 


Reemplazando la expresiones 9.118, 9.120, 9.121 y 9.122 en la ecuación 9.117, se obtiene el 
siguiente resultado: 


2Hd’AS P, dAd  0P.(0p) 
(UB dt? Wp dt 06 


AS = Pn —Pe— P, =0 (9.123) 


Esta expresión es una ecuación diferencial lineal y homogénea de segundo grado. Aplicando la 
transformada de Laplace a la ecuación anterior, se obtiene: 


2H, P, — aP.(&) 


—s" + -s+ 
OB (UB 


2H dAó(0*) P 
2 AS(s) = ———— + “Ab (0 9.124 
06 (s) @p dt os g i ( ) 
Considerando que la variación del incremento del ángulo con respecto al tiempo es desprecia- 
ble en el instante inmediatamente posterior a la perturbación, se obtiene la siguiente ecuación 
algebraica: 


zA (Ot 
Ad(s) = a ZEA A (9.125) 
08 + On a “ou 


Los polos del polinomio del denominador de la expresión anterior determinan las frecuencias 
naturales y los respectivos amortiguamientos de las oscilaciones de la máquina sincrónica so- 
metida a pequeñas perturbaciones: 


—P, ae P? = 8H wp oF o) 


9.126 
4H ( ) 


sh 
Como las pérdidas mecánicas son muy pequeñas, pueden ser despreciadas en esta última expre- 
sión, obteniéndose de esta forma la frecuencia natural de oscilación de la máquina sincrónica en 
el entorno de un determinado punto de equilibrio: 


= F j Opat (9.127) 


Debido a que las pérdidas de la máquina son despreciables, la máquina sincrónica oscila alrede- 
dor del punto de equilibrio permanentemente o con un decaimiento exponencial muy lento, tal 
como ocurre en las oscilaciones de un péndulo físico alrededor de su punto de equilibrio. Para 
estabilizar el punto de operación de la máquina es necesario incrementar el amortiguamiento 
del sistema, evitando aumentar las pérdidas mecánicas en el punto de operación. Esto se puede 
lograr incluyendo un enrollado amortiguador en el rotor de la máquina sincrónica semejante al 
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[rad/s] 


(a) Lugar de las raíces (b) Respuesta temporal 


Figura 9.8 Lugar de las raíces y respuesta temporal de las pequeñas oscilaciones 


devanado de jaula de ardilla de la máquina de inducción. Cuando la máquina opera a la velocidad 
sincrónica, no circula corriente por el devanado amortiguador. Si varía la velocidad mecánica de 
la máquina, el deslizamiento entre el campo y el rotor, fuerza la circulación de corrientes por 
las barras del devanado amortiguador y se produce un par eléctrico contrario a la dirección de la 
diferencia de velocidades. 


Si las perturbaciones en el ángulo de carga son pequeñas, el deslizamiento también tiene una 
magnitud reducida. El par de inducción de un devanado amortiguador de jaula de ardilla es 
lineal con respecto al deslizamiento cuando éste es pequeño. Como la velocidad es prácticamente 
constante en estas condiciones, la potencia de inducción se puede expresar aproximadamente de 
la siguiente forma: 


s N Om dAd 
Pin = Tin * Om S — Ln OB = — Prpa = Ds =D S5—=| = —D— 9.128 
d d ra Y tne = Ps | =| di ( ) 
Si se incluye la potencia de inducción en la ecuación diferencial 9.123, se obtiene: 
2Hd?A8 P,+DdAS OP, 
PAG a ALI (9.129) 


Og di? og dt 05 


La incorporación del devanado amortiguador modifica los modos de oscilación de la máquina: 


-(P, +D) + y/(P, +D)? — 8H 0g 200 


9.130 
4H ( ) 


512 = 


Cuando se diseña el devanado amortiguador de la máquina sincrónica es posible obtener una 
característica de la jaula de ardilla que produzca un par de inducción lo suficientemente elevado 
como para permitir la anulación del término radical de la expresión 9.130. En estas condiciones 
el amortiguamiento es crítico y la respuesta dinámica de la máquina ante pequeñas perturbacio- 
nes no es oscilatoria. Aun cuando no sea posible obtener una respuesta crítica amortiguada, un 


434 


IX.10 Efecto del devanado amortiguador 


(a) Disposición física de las bobinas (b) Modelo en coordenadas ortogonales 


Figura 9.9 Representación de los devanados amortiguadores de la máquina sincrónica 


amortiguamiento típico de 20 en por unidad reduce rápidamente las oscilaciones, tal como se 
observa en la figura 9.8. 


IX.10 EFECTO DEL DEVANADO AMORTIGUADOR 


Al incluir un devanado amortiguador en el rotor de la máquina sincrónica, aumenta la reluc- 
tancia del camino principal y se reduce la reactancia del eje directo. La fuerza electromotriz 
del campo se debilita por la misma razón. El devanado amortiguado obliga a incrementar las 
corrientes de campo para compensar la disminución de la permeabilidad del circuito magnético. 
Por otra parte, este devanado evita en cierta medida que los campos producidos en el estator 
corten a los conductores del campo cuando la velocidad del rotor es diferente a la velocidad 
sincrónica. Si el flujo principal corta a los conductores de la bobina de campo, pueden inducirse 
fuerzas electromotrices tan intensas como para alcanzar la ruptura dieléctrica del aislamiento. 
La jaula de ardilla o devanado amortiguador, además de mejorar la respuesta dinámica propia de 
la máquina, protege la integridad del aislamiento de la bobina de excitación, blindando el corte 
de estos conductores por el flujo principal. 


El devanado amortiguador de la máquina sincrónica puede modelarse mediante dos bobinas 
ortogonales cortocircuitadas, una en la dirección del eje directo y la otra en la dirección del 
eje cuadratura. De esta forma aparecen nuevos acoplamientos entre las bobinas de la máquina 
y los devanados amortiguadores. En la figura 9.9 se presenta un diagrama esquemático de esta 
situación. 

En la dirección del eje directo existe acoplamiento magnético entre el campo, la bobina de la 
armadura y el devanado amortiguador ad. En el eje cuadratura, existe acoplamiento entre la 
bobina q de armadura y el devanado amortiguador aq. En el eje directo las bobinas se pueden 
representar como un transformador de tres devanados y en el eje cuadratura como un transfor- 
mador de dos enrollados. En la figura 9.11 se representa el circuito equivalente de los cinco 
devanados y sus respectivos acoplamientos de transformación y generación. 
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Figura 9.10 Circuito equivalente de la máquina sincrónica con devanado amortiguador 


Las ecuaciones diferenciales de la máquina sincrónica con devanados amortiguadores son: 


Va Re+Lap  —0OLg Lafp La-aap  —OLdlag ld 
Vq wLa Re+ Lq p OLaf OLg—ad Lg—aq P lg 
ve | = Lafp 0 Ry+Esp  Lsf2adp 0 if (9.131) 
Vad Ld—ad P 0 Lad- fP Ra + Laa P 0 lad 
Vaq 0 Lag-qP 0 0 Rat LagP lag 


Los devanados amortiguadores se encuentran muy cerca de las bobinas del estator y el acopla- 
miento entre estos circuitos es muy alto. Durante los primeros instantes de la perturbación, los 
amortiguadores mantienen los enlaces de flujo previos y se reflejan sobre la armadura produ- 
ciendo las reactancias subtransitorias del eje directo y del eje cuadratura: 


2 


” L 
Y, =L¿— E (9.132) 
Lad 
i DA 
= q—aq 
L,=1y= Lo (9.133) 


Las inductancias subtransitorias del eje directo y cuadratura se obtienen con una metodología 
similar a la utilizada para determinar la inductancia transitoria del eje directo. La inductancia 
transitoria se define cuando el campo se refleja sobre el eje directo, en las reactancias subtran- 
sitorias los devanados amortiguadores se reflejan sobre sus respectivos ejes de acoplamiento 
magnético. Como el acoplamiento mutuo entre los amortiguadores y la armadura es muy alto, 
las inductancias subtransitorias Ly y Li son menores que la inductancia transitoria Los En el 
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Tabla 9.2 Rango de los valores de las reactancias subtransitorias 


0,12 ~ 0,18 pu | 0,10 ~ 0,15 pu 


sistema adimensional de unidades estas reactancias se encuentran normalmente en el rango que 
se muestra en la tabla 9.2. 


En el código 13 se reproduce el listado y los resultados intermedios de un algoritmo desarro- 
llado en el entorno de programación SCILAB®, que permite evaluar el comportamiento de las 
corrientes en coordenadas transformadas y primitivas de una máquina sincrónica con devanados 
amortiguadores, sometida a un cortocircuito brusco. 


IX.11 ANALISIS SUBTRANSITORIO APROXIMADO 


En la sección IX.8 se desarrolló un método aproximado para la evaluación de la corriente tran- 
sitoria de la máquina sincrónica de polos salientes sin devanados amortiguadores. Esta aproxi- 
mación consiste en suponer que los enlaces de flujo del devanado de campo se mantienen prác- 
ticamente constantes durante un cierto tiempo y que los términos de transformación asociados a 
las bobinas de armadura son despreciables. Si la máquina posee devanados amortiguadores, es 
posible considerar una hipótesis similar con respecto a los enlaces de flujo existentes en estas 
bobinas. Conservándose prácticamente constantes los enlaces de flujo en los devanados amorti- 
guadores, las fuerzas electromotrices generadas por estos enlaces de flujos también se mantienen 
constantes. Con esta hipótesis se pueden definir dos fuerzas electromotrices subtransitorias, e, 


n 
yeg: 


7 . A Laglag + Lo—agi 
eg = —OL 4 aqidggay = SOL- = soliq t AAA = 
aq aq 
ia ae TA i 
= Ch lly, — — Gy |, = _@ (Lg — Lig (9.134) 
Lag Lag 
” Nad Ladiad + La—adia + Lf—adi f 
= OL fi = OL $ — > OL Z (OA AA<A<AAA<A<A<A<A<<<<=>>>á£ 
eq q adladequ q—ad E; q—ad Lad 
LÆ e 4 LÆ LS ib n 
-er ma 24 ad +0 ee | “ip =O [id + OLapif = —O(La—Laia tep (9.135) 
a a 


Representando fasorialmente las relaciones 9.134 y 9.135 en la convención generador se obtiene: 


E; = Eg = —j(X%¿—X,)L, (9.136) 
E, = JEg = —j(Xa — Xq la +Es = —j(Xa — Xq la +V. + jXala + jXglq (9.137) 
E, = Eg +E; = Ve + ¡X¿Iy + jX, la (9.138) 


å p . n ; PE 
La fuerza electromotriz subtransitoria E f» Se mantiene prácticamente constante durante una per- 
turbación, mientras que los enlaces de flujo de las bobinas amortiguadoras no decaen. La fuerza 
. " è è eor a è 
electromotriz E p Se determina a partir de la condición de régimen permanente previa a la per- 


437 


Capítulo IX Régimen transitorio de la máquina sincrónica 


Algoritmo 13 Análisis transitorio de la máquina sincrónica con devanados amortiguadores 


// ANÁLISIS TRANSITORIO DE MÁQUINAS SINCRÓNICAS CON DEVANADOS AMORTIGUADORES 
// plil=-[L77-1%*C[R]+w* [G])+[L]7-1x*[v] 
// [A] =-[L]7-1x*C[R]+wx*[G]) 


w= 1.0 // velocidad sincrénica w = 1 
rd=0.01;rq=0.01;rad=0.03;raq=0.03;rf=0.01; 
R = diag([rd rq rad raq rf],0); // matriz de resistencias 


Ld =1.0;Lq =0.6;Lad=0.90;Laq=0.50;Lf=1.0; 

Ldad=0 .85 ; Lqaq=0 . 40 ; Ldaq=0 . 40; Lqad=0 . 80; Lfad=0.70;Ldf= 0.8; 

// matriz de inductancias 

L = [Ld,0,Ldad,0,Ldf;0,Lq,0,Lqaq,0;Ldad,0,Lad,0,Lfad;0,Lqaq,0,Laq,0;Ldf,0,Lfad,0,Lf] ; 
// matriz de generación 

G = w*[0,-Lq,0,-Ldaq,0;Ld,0,Lqad,0,Ldf;0,0,0,0,0;0,0,0,0,0;0,0,0,0,0]; 


Lin = inv(L);A =-Lin*(R+G);Ain = inv(A); // matriz de transición de estado 
[V,g] = spec(A); // autovalores y autovectores 
io = [0;0;0;0;1]; // condiciones iniciales 
t = 0:.25:160; // tiempo (tbase 1/377 s) 
el=exp(g(1,1)*t) ;e2=exp(g(2,2)*t) ;e3=exp(g(3,3)*t) ;e4=exp(g(4,4)*t) ;eb=exp(g(5,5)*t) ; 
ip =-Ain*Lin*[0;0;0;0;rf*1]; // solución particular p[i]=0 
ih = io-ip; // condiciones homogéneas 
k= inv(V)¥*ih; // coeficientes homogéneos 
ke = diag(k,0)*[e1;e2;e3;e4;e5]; i = V*ke; // solucién homogénea 
for m=1:length(t) ; // solución completa 
i(1,m)=i(1,m)+ip(1); // id(t) 
i(2,m)=i(2,m)+ip(2); // iq(t) 
i(3,m)=i(3,m)+ip(3) ; // ida(t) 
i(4,m)=i(4,m)+ip(4); // iga(t) 
i(5,m)=i(5,m)+ip(5) ; // if(t) 
end; 
scf (0) 
plot(t,i(1,:),t,i(2,:),t,i(5,:)) // Figura 9.11(a) 
xgrid 
scf (1) 
plot(t,i(3,:),t,i(4,:)) // Figura 9.11(b) 
xgrid 
scf (2) 
ia = (i(1,:).*cos(w*t)-i(2,:).*sin(w*t)); // Transformación de Park 
plot(t,ia,t,i(5,:)) // Figura 9.11(c) 
xgrid 
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(b) Corrientes de los devanados amortiguadores d y q 
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(c) Corrientes de campo y de armadura 


Figura 9.11 Respuesta transitoria de la máquina sincrónica con devanados amortiguadores ante 
un cortocircuito brusco 
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n 


Figura 9.12 Fuerza electromotriz subtransitoria E pen el diagrama fasorial 


turbación, construyendo un diagrama fasorial con las impedancias subtransitorias, tal como se 
observa en la figura 9.12. A diferencia del caso transitorio, la fuerza electromotriz subtransito- 
ria no está orientada según el eje cuadratura. Esto se debe a que el enlace de flujo atrapado en 
el devanado amortiguador del eje cuadratura induce fuerza electromotriz en el eje directo du- 
rante el subtransitorio. Durante el período transitorio o en máquinas sincrónicas sin devanados 
amortiguadores, el único enlace atrapado es el de la bobina de campo y sólo se induce fuerza 
electromotriz en el eje cuadratura tal como se muestra en el diagrama fasorial de la figura 9.7. 


La relación entre la inductancia de los devanados de armadura y su respectiva resistencia es 
menor que en el caso de la bobina de campo. Por este motivo, los enlaces de flujo de los deva- 
nados amortiguadores decaen más rápidamente que el enlace de flujo de la bobina de campo. 
El proceso subtransitorio desaparece durante los primeros ciclos de la perturbación y el proceso 
transitorio se mantiene por un tiempo más largo. 


El análisis transitorio aproximado permite diseñar el sistema de protecciones térmicas de los 
devanados y simplificar los análisis de estabilidad de la máquina sincrónica. Mediante los aná- 
lisis subtransitorios aproximados se pueden evaluar los esfuerzos mecánicos originados por las 
corrientes en las barras y definir los fusibles limitadores de corriente adecuados para reducir el 
nivel de cortocircuito en los bornes de la máquina. El período subtransitorio decae muy rápida- 
mente como para tener influencia en las variaciones de velocidad de la máquina sincrónica, por 
esta razón en los estudios de estabilidad es una práctica habitual utilizar las fuerzas electromo- 
trices e inductancias transitorias para evaluar los intercambios de potencia eléctrica media entre 
la masa rotante y el sistema de potencia. 


IX.12 DETERMINACION DE LAS INDUCTANCIAS TRANSITORIAS Y 
SUBTRANSITORIAS 


Durante el cortocircuito brusco de la máquina sincrónica, los enlaces de flujo atrapados en las 
bobinas son mantenidos inicialmente por los devanados amortiguadores y por el enrollado de 
campo de la máquina, cuando decae el enlace de los devanados amortiguadores el campo conti- 
núa manteniendo parte de los enlaces de flujo. En la figura 9.13 se ha representado el oscilograma 
de la corriente de armadura durante un cortocircuito brusco de la máquina sincrónica en función 
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Figura 9.13 Oscilograma del cortocircuito brusco de la máquina sincrónica 


del tiempo. Dependiendo de la posición angular Oy del rotor en el instante cuando se inicia el 
cortocircuito, aparece una componente de corriente continua que decae exponencialmente a me- 
dida que la máquina disipa la energía acumulada en los enlaces de flujo atrapados en el instante 
inicial de la perturbación. En el oscilograma se han indicado la envolvente superior, la inferior 
y la componente de corriente continua que produce la forma asimétrica del registro. 


Para determinar la inductancias y constantes de tiempo transitorias y subtransitorias de la má- 
quina se elimina la componente continua transitoria del oscilograma anterior, restando de la 
corriente de armadura total, la semisuma de las envolventes superior e inferior. En la figura 9.14 
se presenta el resultado obtenido al realizar esta operación. Con el gráfico simétrico o con el 
oscilograma original, se consigue directamente el valor de la corriente de régimen permanente 
que permite evaluar la reactancia del eje directo X4. 


Cuando se elimina el término de régimen permanente y la componente de corriente continua, 
toda la información necesaria sobre las componentes transitorias y subtransitorias de la corrien- 
te de armadura se encuentra en las envolventes del oscilograma. Como las dos constantes de 
tiempo transitorias y subtransitorias son diferentes, es posible la separación de estas dos com- 
ponentes. La envolvente resultante después de eliminar las componentes de corriente continua y 
de régimen permanente tiene la siguiente representación funcional: 


i +i =ke “+he Y (9.139) 


El proceso subtransitorio decae muy rápidamente, por esta razón para un tiempo superior a varias 
constantes de tiempo subtransitorio T, la envolvente tiende asintóticamente hacia una función 
exponencial que decae con la constante de tiempo transitoria T. Sise representa la envolvente en 
papel semilogarítmico, o se calcula el logaritmo de la expresión 9.139, se obtiene una función 
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Figura 9.14 Representación simétrica de la corriente de armadura 


cuya asíntota es una línea recta con una pendiente igual al inverso de la constante de tiempo 
. x / 
transitoria T : ; 
UA 1 n 
In(i +i)—> lnk =— ; sit>> (9.140) 
ya 


La expresión anterior permite identificar entre las envolventes del oscilograma, la constante de 
tiempo transitoria T y la constante kz. Restando de la envolvente, la contribución transitoria, 
se Obtiene una nueva función que depende exclusivamente de la constante de tiempo subtransi- 
toria t”. Calculando el logaritmo neperiano de esta última función se determina el valor de la 
constante de tiempo subtransitoria: 


" / y _+ t 
id [6 o —kye A A [kie "| = inki- (9.141) 


En la figura 9:15 se representa en papel semilogarítmico la envolvente (i + i) de donde se deter- 
mina la constante kz y la constante de tiempo T de la asíntota lineal de esta curva. Restando esta 
componente transitoria de la envolvente se obtiene la función i, cuya representación logarítmica 
es la recta punteada del diagrama. La pendiente de esta recta determina la constante de tiempo 
subtransitoria t. Una vez obtenidas las constantes de tiempo transitorias y subtransitorias se 
determinan las respectivas inductancias transitorias y subtransitorias: 


1 Li 1 1 
T = > lLy=TRe (9.142) 
Re 
n Li n UA 
T — => L¿=T Re (9.143) 
Re 
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Figura 9.15 Separación de las constantes de tiempo transitoria T y subtransitoria T” 


IX.13 REGIMEN DESEQUILIBRADO DE LA MÁQUINA SINCRÓNICA 


Los desequilibrios de los sistemas eléctricos de potencia y de las máquinas eléctricas se pueden 
analizar mediante la transformación a componentes simétricas. Para este fin es necesario deter- 
minar los modelos de la máquina sincrónica de polos salientes en secuencia positiva, negativa y 
cero. 


El modelo de régimen permanente de la máquina sincrónica, analizado en el capítulo VIII, se 
obtiene al excitar la armadura de la máquina mediante un sistema balanceado de corrientes de 
secuencia positiva. Por tanto, el diagrama fasorial y sus ecuaciones asociadas modelan la red 
de secuencia positiva de la máquina sincrónica de polos salientes. En análisis aproximados, se 
pueden despreciar las diferencias existentes entre la reluctancia del eje directo y cuadratura del 
convertidor, simplificando el modelo de secuencia positiva de la máquina, a una fuerza electro- 
motriz Ef conectada en serie con la reactancia del eje directo X4. 


El circuito equivalente de secuencia cero está constituido por la reactancia de dispersión de los 
devanados del estator Xose. Si se alimenta la armadura con un sistema de corrientes de secuencia 
cero, la fuerza magnetomotriz resultante en el entrehierro de una máquina simétrica es nula. Por 
este motivo, el modelo de secuencia cero de la máquina no tiene fuentes de fuerza electromotriz. 
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El modelo de secuencia negativa se obtiene excitando los devanados de armadura de la máquina 
con un sistema balanceado de corrientes de secuencia negativa: 


ialt) = V2I,cosat 
2 
V2I, cos(@t — =) (9.144) 


~. 
= 
OS 
~ 
+ 


i(t) = Vilecos(o ~~) 


Aplicando la transformación de Park 8.46 a estas corrientes, se obtiene el siguiente resultado: 


id z| cos @t cos(@t— = cos(@t — E) a 
ip |= V3 —sin@t —sin(@t— E) —sin(wt— 4r) ip | = 
j 1 1 1 ; 
10 V2 Y Y lo 
cos 201 
= V3k | —sin2ot (9.145) 
0 


Despreciando las resistencias de las bobinas y reemplazando el resultado anteriores en las ecua- 
ciones diferenciales de la máquina sincrónica 8.54, se obtiene: 


di di di 
vg = Lg =! — OLgig + Laf $ = V3L.0( BE, ) sinZor 4 LASA (9.146) 
dt Pai di 
P 
vg = OL gig + + @Lapip = V31e@(Lq —2Lq) cos 2@t + @L gsi; (9.147) 
diş dig d . $ 
vf =Le A N; = g is +L£a fia) (9.148) 


Determinando de la ecuación 9.148, la corriente de campo if en función de la corriente del eje 
directo ig, e introduciendo este resultado en las expresiones 9.146 y 9.147, se obtiene: 


. Lar . Vf Laf Vf 
¡pat igt A = E (V31,c0820t) + —t (9.149) 
Lf Lf Lf Lf 
i L 
va = — VBX, — Xq) sin2001 + Te (9.150) 
L 
Vg = V3le(—2X, + X4) cos 2001 + Tm (9.151) 


Aplicando la transformación inversa de Park a las tensiones vg y vg determinadas en las expre- 
siones 9.150 y 9.151: 


2 
valt) = 19 cos Wt — vq sin @t) = 


Xx 3 ! e 
eas 1,/21, sin ot + —(X, —X.,) V2, sin3ot += y (cos ot — ot sin ot (9.152) 
2 E Ls s 
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Despreciando el término de triple frecuencia en la expresión 9.152, se obtiene la impedancia de 
secuencia negativa: 
X,+X 
X_= aa (9.153) 


En la expresión 9.153, el término dependiente de la tensión del campo vf, no aparece en la red 
de secuencia negativa porque produce una fuerza electromotriz de secuencia positiva que se ha 
representado previamente en su respectiva red de secuencia. Esto equivale a considerar que el 
rotor de la máquina se encuentra en cortocircuito cuando se excita el estator con un sistema 
trifásico balanceado de corrientes de secuencia negativa. 


Las corrientes de secuencia negativa producen un campo magnético rotatorio que gira a veloci- 
dad sincrónica en sentido contrario a la referencia de giro del sistema rotórico. Alternativamente, 
y con una frecuencia doble de la sincrónica, el campo magnético rotatorio de secuencia negativa 
cruza la reluctancia del eje directo y la del eje cuadratura. Por este motivo, la impedancia de 
secuencia negativa es el promedio de las impedancias ofrecidas por estos dos ejes. Como las 
bobinas del eje directo y del campo están acopladas magnéticamente, cuando la amplitud de la 
fuerza magnetomotriz de armadura está alineada con el eje magnético del rotor, se refleja en 
bornes de la armadura, la reactancia transitoria del eje directo vé» Si la máquina posee deva- 
nados amortiguadores, en el eje directo y en el eje cuadratura se reflejan alternativamente las 
reactancias subtransitorias X f y X , en este caso la impedancia de secuencia negativa es: 


Xit X; 
X¥ = A (9.154) 
2 

La componente de triple frecuencia obtenida en la expresión 9.154 se debe a que el campo mag- 
nético rotatorio de secuencia negativa corta a los conductores del rotor con dos veces la velocidad 
sincrónica, originando fuerzas electromotrices y corrientes de doble frecuencia en las bobinas 
del rotor. Estas corrientes variando al doble de la frecuencia sincrónica, producen un campo 
magnético rotatorio, que visto desde el estator gira a tres veces la velocidad sincrónica. Esta 
componente es débil y no se considera normalmente en los estudios de cortocircuitos desequili- 
brados clásicos o convencionales. Si es necesaria una precisión mayor en el análisis, se utiliza el 
modelo transitorio completo de la máquina sincrónica en coordenadas dqo — f, transformando 
las condiciones del desequilibrio en coordenadas primitivas a coordenadas dq0 — f mediante la 
transformación de Park y se resuelve posteriormente el sistema de ecuaciones diferenciales con 
estas condiciones de contorno impuestas. 


1X.14 ESTABILIDAD DE LA MÁQUINA SINCRÓNICA 


En las secciones precedentes se analizó el comportamiento transitorio electromagnético de la 
máquina sincrónica considerando que la velocidad mecánica del rotor es prácticamente cons- 
tante durante un cierto tiempo. También se planteó el problema de las oscilaciones mecánicas 
originadas por pequeñas perturbaciones eléctricas o mecánicas en los ejes del convertidor. En es- 
tos casos, las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento del sistema son lineales 
y se puede obtener una solución analítica mediante autovalores y autovectores, la transformada 
de Laplace o mediante linealizaciones realizadas en el entorno de un punto de operación. Sin 
embargo, cuando se analiza el comportamiento del sistema electromecánico sometido a grandes 
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perturbaciones y desequilibrios, es necesario recurrir a técnicas no lineales para la solución de 
estos problemas. La técnica más utilizada consiste en integrar las ecuaciones diferenciales no 
lineales mediante métodos numéricos tales como Euler, Runge-Kutta o Predictor Corrector. En 
algunas ocasiones resulta conveniente el empleo de métodos analíticos directos tales como los 
criterios de energía o los métodos de estabilidad de Liapunov, que aun cuando no predicen la 
trayectoria temporal de las variables de estado del sistema, sí predicen la estabilidad o inesta- 
bilidad de la solución del sistema de ecuaciones diferenciales. El conocimiento preciso de los 
límites de estabilidad de un sistema es generalmente más importante que la determinación de 
la trayectoria temporal de las variables de estado. Los métodos directos o analíticos simplifican 
notablemente este problema. 


En los análisis simplificados de estabilidad de la máquina sincrónica, se considera que el conver- 
tidor se encuentra acoplado a una barra infinita. Esto significa que la barra mantiene constante 
la tensión y la frecuencia independientemente de la potencia que se inyecta o se extrae de la 
misma. En el análisis electromecánico se puede contemplar la dinámica del sistema mecánico 
de regulación de velocidad asociado con el eje del rotor y la dinámica de la excitatriz del campo 
de la máquina. En los análisis más simplificados, se supone que la excitatriz es una fuente de 
tensión o corriente constante, y que el gobernador de velocidad no es capaz de variar el cau- 
dal del fluido energético durante el proceso dinámico para el caso de los generadores, o que 
la carga se mantiene prácticamente constante si el convertidor motoriza un sistema mecánico. 
Los análisis electrodinámicos más precisos integran simultáneamente el conjunto completo de 
ecuaciones diferenciales no lineales, incluyendo todos los ejes eléctricos y mecánicos, así como 
las ecuaciones adicionales introducidas por el gobernador, la excitatriz, el sistema de medidas y 
los controladores asociados con la operación de la máquina. 


Cuando se sincroniza la máquina a la red, la fuerza electromotriz producida por el campo se 
ajusta a un valor cercano a la tensión de la red, tanto en magnitud como en fase, con la fina- 
lidad de obtener una corriente prácticamente nula cuando se cierra el interruptor. Una vez que 
la máquina ha sido sincronizada, es necesario incrementar la potencia en el eje para que el es- 
tator entregue potencia a la red. Si esto ocurre, manteniendo constante la corriente de campo, 
la máquina se desmagnetiza, consumiendo potencia reactiva desde el sistema. En la figura 9.16 
se presentan los diagramas fasoriales y la característica potencia eléctrica-ángulo de carga, de 
una máquina sincrónica de rotor liso después de su acoplamiento en vacío a la red, para dos 
valores de potencia mecánica entregada en el eje. Si se aumenta bruscamente la potencia desde 
Pin 1 a Pin2, el escalón de potencia se traduce en un escalón de par mecánico que acelera las masas 
rotantes acopladas al eje de la máquina. El ángulo de carga crece desde el valor 6; hasta el valor 
op, correspondiente a la nueva condición de equilibrio entre la potencia eléctrica inyectada a la 
red y la potencia mecánica absorbida por el eje. Cuando la máquina alcanza el ángulo de carga 
0», la velocidad del rotor es mayor que la velocidad sincrónica, el ángulo de carga continúa cre- 
ciendo, la máquina entrega más potencia a la red que la recibida en su eje, por tanto el rotor se 
frena. En este proceso la máquina alcanza la velocidad sincrónica y el ángulo de carga máximo, 
pero la potencia eléctrica entregada a la red es mayor que la potencia mecánica inyectada en el 
eje mecánico, por tanto la máquina continúa frenándose hasta alcanzar nuevamente el punto de 
equilibrio de potencias. En este punto, la velocidad es menor que la velocidad sincrónica y el án- 
gulo de carga sigue disminuyendo hasta que la velocidad del eje alcance nuevamente el valor de 
sincronismo. En este momento el ángulo de carga se encuentra en su valor mínimo, la potencia 
eléctrica es menor que la potencia mecánica y la máquina se acelera nuevamente, repitiéndose 
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Figura 9.16 Carga de una máquina sincrónica acoplada a la red en condición de vacío 


todo el proceso indefinidamente o hasta que las pérdidas produzcan un efecto amortiguador, tal 
como se mostró en la sección IX.9. 


La oscilación descrita anteriormente se representa analíticamente mediante la ecuación diferen- 
cial correspondiente al balance de par en el eje de la máquina: 


don dô E Ve 26 YY Al 
Ta =J" =I = Tn —T. AD Sins- SO | sin 25 (9.155) 
dt dt? aa 2 |X, X, 
dô 
a 1 
T Wm ~ We (9.156) 


En la figura 9.17 se presentan las respuestas temporales de la velocidad del rotor y del ángulo 
de carga ante un escalón en el par mecánico de accionamiento. Se observa que las oscilaciones 
se mantienen indefinidamente, tal como ocurre en un péndulo sin pérdidas. Las oscilaciones de 
la velocidad mecánica están centradas en la velocidad sincrónica y las oscilaciones del ángulo 
de carga están centradas sobre el valor de ángulo 6) correspondiente a la nueva condición de 
equilibrio. 
El ángulo de carga 6 en el instante t = 0* se conserva porque la inercia de la máquina acumula 
energía cinética y la energía no puede variar instantáneamente, a menos que se disponga de 
una fuente de potencia infinita. La energía cinética de una masa rotante se evalúa a partir de la 
siguiente expresión: 

W, = 510% (9.157) 
Debido a que la energía cinética W, no puede variar instantáneamente sin consumir potencia 
infinita, la velocidad @,, no cambia en el primer instante. El ángulo de carga tampoco puede 
variar instantáneamente porque se obtiene al integrar la diferencia entre la velocidad mecánica 
(0m y sincrónica (0,: 


5(t) = [on=oJar (9.158) 
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Figura 9.17 Respuesta temporal de la máquina sincrónica sometida a un escalón de potencia en 
el eje 


Las oscilaciones mecánicas de la máquina sincrónica representadas mediante las ecuaciones 
diferenciales 9.155 y 9.156 se mantienen indefinidamente sin la presencia de pares amortigua- 
dores. El sistema es conservativo y todas las oscilaciones se deben al traspaso de energía entre la 
inercia de la máquina y el sistema eléctrico de potencia. El campo magnético rotatorio continúa 
girando a la velocidad sincrónica forzado por la barra infinita, pero las oscilaciones mecánicas 
son mucho más lentas?*. 


Si se produce un escalón de par mecánico en un punto de operación más cercano al par má- 
ximo, la energía cinética acumulada en el rotor de la máquina durante la aceleración, ocasiona 
un aumento del ángulo de carga superior al punto de equilibrio. Al sobrepasarse el punto de 
equilibrio, el par eléctrico es mayor que el par mecánico y la máquina comienza a frenarse. Pero 
si la máquina no se frena suficientemente rápido, el ángulo de carga aumenta y puede pasar el 
segundo punto de equilibrio, la potencia eléctrica es menor que la potencia mecánica y el rotor 
continúa acelerándose. Cuando se alcanza este punto crítico, se ha perdido el sincronismo entre 
la máquina y el sistema eléctrico de potencia. Al perder el sincronismo, no es posible entregar 
potencia media diferente de cero al sistema y toda la energía entregada en el eje mecánico se 
acumula como energía cinética en las masa rotantes. El rotor de la máquina se acelera y si no se 
realizan las acciones correctivas necesarias, se produce el fenómeno denominado embalamiento. 
Para evitar la pérdida de sincronismo es posible incrementar rápidamente la fuerza electromotriz 


4 Del orden del segundo o más por oscilación. 
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Figura 9.18 Respuesta estable e inestable de la máquina sincrónica sometida a un escalón de 
par mecánico 


producida por el devanado de campo, inyectando mediante la excitatriz una corriente impulsiva 
en este enrollado. 


Las áreas del gráfico de par eléctrico en función del ángulo de carga representan energía. La 
diferencia entre el par eléctrico y el par mecánico es el par acelerante sobre la máquina. La 
integral del par acelerante sobre la máquina sincrónica en el intervalo comprendido entre dos 
ángulos de carga diferentes, es igual a la variación de energía cinética en el rotor: 


S(1) 


t t t 
AW; = f P,(t)dt = / Dad / e I T,(5)d6 (9.159) 
0 0 o at 5(0) 


Para que la velocidad de la máquina regrese al valor inicial, es necesario que la evaluación 
de la expresión anterior resulte nula. En este caso no hay variación neta de energía cinética y 
la velocidad final de la máquina es igual a la velocidad inicial. Este método se conoce como 
criterio de áreas iguales. La energía absorbida por el rotor, para alcanzar el punto de equilibrio, 
debe ser regresada a la red eléctrica para reducir la velocidad hasta su valor de sincronismo. Si 
no es posible frenar la máquina hasta la velocidad sincrónica, el sistema es inestable y pierde 
su capacidad de transmitir potencia. En la figura 9.18 se muestra el comportamiento estable e 
inestable de la máquina sincrónica sometida a un escalón de par en el eje mecánico. 


Las limitaciones operativas de los sistemas mecánicos impiden la aparición repentina de esca- 
lones de par en el eje de la máquina. Es más frecuente la ocurrencia de perturbaciones de la 
red eléctrica, tales como cambios súbitos de la tensión en la barra debidos a cortocircuitos brus- 
cos, conexión o desconexión de nuevas cargas a la red, y pérdidas o reenganche de las líneas 
de transmisión. Estas perturbaciones alteran la característica par eléctrico en función del ángulo 
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y T.(0) 


frenado 


Figura 9.19 Trayectoria del ángulo de carga durante el cortocircuito y después del despeje de la 
falla 


de la carga de la máquina sincrónica, y mantienen constante la potencia mecánica en el eje del 
rotor. El cortocircuito trifásico brusco en bornes de la máquina es una de las perturbaciones más 
severas que pueden aparecer sobre la máquina. Durante el período de duración del cortocircuito, 
toda la potencia inyectada en el eje mecánico se convierte en energía cinética, debido a que la 
armadura no es capaz de transmitir potencia al sistema eléctrico. Cuando desaparece la pertur- 
bación y la máquina comienza a transmitir potencia a la red, el rotor se frena, pero si el ángulo 
alcanza el valor máximo Oax, la velocidad se incrementa nuevamente, perdiendo el sincronis- 
mo. El tiempo máximo que es posible mantener el cortocircuito en bornes de la máquina, sin la 
pérdida del sincronismo una vez recuperada la capacidad de transmisión de potencia al sistema, 
se conoce como tiempo crítico de despeje y define los tiempos de actuación de las protecciones 
e interruptores del sistema. En la figura 9.19 se presenta el diagrama par eléctrico en función 
del ángulo de carga de la máquina sincrónica durante el cortocircuito y en el tiempo posterior al 
despeje de la falla, considerando que se restituye la capacidad de transmisión inicial. 


El criterio de áreas iguales permite la determinación directa de los límites de estabilidad de 
la máquina sincrónica. Este método se puede obtener a partir de una concepción más general, 
utilizando los teoremas de estabilidad demostrados por Liapunov en el siglo XIX. El teorema de 
Liapunov predice que si en un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo: 


d ‘ 
T Silt y Xn) 5 VE= 1,2, 20m (9.160) 
existe una función derivable V (x1, x2,--- , Xn), denominada función de Liapunov, que satisface 


en un entorno del origen de coordenadas, las siguientes condiciones: 
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1. V(x, X2; Xn) > 0, y V(x1,x2,-"* , Xn) = 0, solamente cuando x; = 0; Vi = 1,---,n, 
es decir, cuando la función de uno V(x), tiene un mínimo estricto en el origen de 
coordenadas; 

2. y además, 4 AF V< 0, cuando t > fo, entonces el punto de equilibrio x; = 0, Vi = 1,--- ,n, es 
estable. 


Para interpretar este teorema se puede observar que la función de Liapunov, encierra a las va- 
riables de estado del sistema de ecuaciones diferenciales dentro de una hipersuperficie, si esta 
superficie decrece con el transcurso del tiempo, las variables de estado convergen al punto de 
equilibrio. Si la hipersuperficie se mantienen constante a medida que transcurre el tiempo, el 
sistema converge en un ciclo límite donde las oscilaciones se mantienen indefinidamente. 


Las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento electromecánico de la máquina sin- 
crónica cuando se desprecian los amortiguamientos y las pérdidas, son: 


dA@ dOmn f ; 
— S ——— A == — — .1 1 
J a J rr Tn — Te = Tin — kı sin ô = kz sin 26 (9.161) 
dAS _ d(6 — do) 
A 9.162 
de dt a a ( ) 


Para encontrar una función de Liapunov que cumpla con las condiciones impuestas por el teore- 
ma, se multiplica la expresión 9.161 por la velocidad mecánica, y se integran en el tiempo cada 
uno de los términos de potencia obtenidos, agrupándolos en un sólo miembro: 


dAw jf t 
V (Aq, Ad) = af Jao ar- i Tndodt + | (k sind + kz sin26)A@dt = 
0 


1 1 
= 5740? — Tin AO — kı (cos ô — cos 69) — 3 ka (eos 26 =cos26)) = AW, — AWi + AW. (9.163) 


En el intervalo de las variables de estado A@ y Ad, donde la función 9.163 es definida positiva 
V(Aq@,A6) > 0, la derivada con respecto al tiempo de la función de Liapunov es: 


= S- Zo 5 eee Aw E a —TyA0+T,A0=0<0 (9.164) 
Como la hipersuperficie V(A@,A6) que encierra la trayectoria de las variables de estado de este 
sistema, se mantiene constante a medida que transcurre el tiempo, la respuesta de la máquina es 
oscilatoria no amortiguada. El sistema es estable en un ciclo límite si se cumple que la función de 
Liapunov 9.163 es definida positiva. Esta función de Liapunov coincide con el criterio de áreas 
iguales, porque fue determinada realizando el balance de energía del sistema. Si se incluye en 
las ecuaciones diferenciales los términos disipativos y se utiliza la misma jae de Liapunov 
indicada anteriormente, se obtiene que la función decrece con el tiempo =- Y <Q; y la máquina 
alcanza asintóticamente el punto de equilibrio A@ = 0, Ad = 0. 


Aun cuando los balances totales de energía, determinan generalmente buenas funciones de Lia- 
punov, el método no está restringido en modo alguno a este tipo de funciones. Cualquier función 
derivable, definida positiva, que se anule en el punto de equilibrio, es una posible función de 
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Liapunov. Si una función con estas características no satisface la condición — < 0, no se puede 
afirmar que el sistema es inestable, es necesario comprobar otras funciones. Si alguna función 
cumple con esta propiedad, se garantiza que el sistema es estable o asintóticamente estable. 


IX.15 DIAGRAMA DE BLOQUES DE LA MAQUINA SINCRONICA 


Desarrollando explícitamente los términos de la ecuación 9.3 se obtiene la siguiente representa- 
ción de la máquina sincrónica en variables de estado: 


R OL, Ry 
E a Y s + 0 0 -+ 
ig d 1 y ig La Lar Va 
i _Og _Re Q df i o + 0 0 v 
p| p= la “4 ba T a 1 4 

io 0 0 -—2 0 lo EES vo 
tf -& %%  -% tf — 00 

Lag Lap L; df f 

(9.165) 


De la representación canónica anterior se puede obtener directamente cuatro funciones de trans- 
ferencia de primer orden correspondientes a las variables de estado del sistema: 


$ L E 
ig => | OL gig + Rp Lip + vq Ev (9.166) 
Ly Ly Lr 
R.P+ 1 ` 
de 
Ro 4 i 
iq ==] — [—OLdia + OLg rip + vq] (9.167) 
Rpt 
1 
A Ro 
RpF1 
1 
R; Lrg Lam. L 
i; = a Ree ig + OF; Fig t+ ovat vy (9.169) 
RPT! df df df 


En la figura 9.20 se presenta el diagrama de bloques construido a partir de las cuatro funcio- 
nes de transferencia anteriores. En este diagrama las tensiones son las variables de control y las 
corrientes son las variables de estado. Simulink® del entorno Matlab® o Scicos® del entorno 
Scilab® son herramientas gráficas que permiten la representación de estos modelos en diagra- 
mas de bloques. La ventaja de estas herramientas reside en la capacidad de realizar modelos 
complejos de sistemas sin requerir habilidades de programación. 


IX.16 SUMARIO 


1. Durante su operación, la máquina sincrónica es sometida a diversas condiciones transito- 
rias que afectan su comportamiento y el del sistema de potencia. La evaluación de estos 
procesos dinámicos y transitorios puede en muchos casos ser desacoplada para simplifi- 
car el problema y obtener una solución satisfactoria. Las constantes de tiempo mecánicas 
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Va 


Figura 9.20 Diagrama de bloques de la máquina sincrónica de polos salientes sin devanados 
amortiguadores 
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y eléctricas pueden ser diferentes y esto permite estudiar en algunos casos el problema 
electromagnético considerando que la velocidad del rotor es prácticamente constante, o 
determinar las variaciones de la velocidad y del ángulo de carga suponiendo que los en- 
laces de flujo se mantienen congelados entre dos instantes de tiempo, obteniendo de esta 
forma la solución del problema dinámico. 


. La técnica de los autovalores y los autovalores o la Transformada de Laplace son herra- 


mientas capaces de resolver el problema de los transitorios electromagnéticos, porque al 
considerar que la velocidad mecánica es prácticamente constante 0,98 < @m < 1,02, el 
modelo resultante de la máquina sincrónica es lineal. 


. Cuando la máquina sincrónica es sometida a un cortocircuito brusco, las corrientes que 


circulan por los devanados son varias veces mayores a las calculadas en esta condición 
pero en régimen permanente. Esto se debe fundamentalmente a que los enlaces de flujo 
no pueden variar instantáneamente debido a que están almacenando energía. Las corrien- 
tes por las bobinas del estator, del campo y de los devanados amortiguadores si existen, 
deben adaptarse para mantener los enlaces de flujo previos a la perturbación que estaban 
siendo forzados por las tensiones aplicadas. En estas condiciones las inductancias se ven 
reflejadas en aquellos devanados que están acoplados y sus valores resultantes se reducen 
definiendo las inductancias transitorias pas y L; o las subtransitorias E, ¿e Up cuando 
están presentes los devanados amortiguadores. 


. Debido a la gran diferencia entre la potencia que fluye en la armadura de la máquina y en 


su devanado de campo, la selección de una base que permita una representación adimen- 
sional útil es más compleja que en otros modelos del sistema. Una solución conveniente 
consiste en utilizar el flujo común que acopla el campo con el eje directo como base de flu- 
jo. De esta forma las tensiones base del estator y del campo quedan relacionadas a través 
del cociente entre el número de vueltas de estas bobinas. Por otra parte seleccionar como 
base de potencia la aparente monofásica de la máquina sincrónica, reduce parcialmente el 
impacto de la gran diferencia de potencias que fluyen por ambos devanados. 


. Si se considera que los enlaces de flujo en el entrehierro de la máquina se mantienen 


constantes durante un tiempo determinado, esto conduce a la posibilidad de analizar los 
transitorios electromagnéticos mediante métodos aproximados que representan las varia- 
bles eléctricas mediante fasores. Estos fasores transitorios o subtransitorios permanecen 
durante un tiempo que depende de las constantes de tiempo transitorias o subtransitorias 
de las bobinas que mantienen los flujos atrapados. 


. Los procesos transitorios aceleran y frenan la máquina sincrónica, produciendo variacio- 


nes de la velocidad mecánica alrededor de la velocidad sincrónica y del ángulo de carga 
en torno a su punto de equilibrio. Cuando estas oscilaciones son de pequeña magnitud 
es posible linealizar la ecuación dinámica que rige su comportamiento. Al linealizar es- 
te modelo es posible utilizar la técnica de polos y ceros para estudiar la estabilidad de 
la máquina sincrónica ante pequeñas oscilaciones. Ajustando redes compensadoras en el 
circuito de campo y diseñando apropiadamente los devanados amortiguadores es posible 
controlar la frecuencia de estas oscilaciones y reducirlas a cero más rápidamente. 


de 
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Los devanados amortiguadores de la máquina sincrónica cumplen varias funciones de 
gran importancia en la operación, protección y control de la máquina sincrónica. Por una 
parte permiten la amortiguación de las oscilaciones mecánicas produciendo pares de in- 
ducción que se oponen a las variaciones de la velocidad mecánica con respecto a la ve- 
locidad sincrónica. Tienen la propiedad de ofrecer una protección? al circuito de campo 
durante los procesos subtransitorios, evitando que los flujos atrapados en el entrehierro 
puedan inducir fuerzas electromotrices destructivas en esta bobina que posee un núme- 
ro de vueltas importante. También permiten el arranque de la máquina sincrónica como 
motor de inducción al comportarse como un rotor de jaula de ardilla mientras que la má- 
quina no alcanza la velocidad sincrónica. El costo asociado a estas ventajas, consiste en 
un incremento sustancial de las corrientes durante los procesos subtransitorios, mientras 
que los flujos atrapados entre este devanado y las bobinas del estator no son disipados. La 
presencia de los devanados amortiguadores también reduce la permeabilidad magnética e 
incrementa por tanto los requerimientos de corriente de campo para compensar la caída 
de la fuerza magnetomotriz. 


. La estimación de los parámetros transitorios y subtransitorios de las máquinas sincrónicas 


es un tema importante y su solución requiere la aplicación de métodos matemáticos de 
procesamiento de señales transitorias entre los que destacan la respuesta en frecuencia, 
la descomposición de la señal en el tiempo y la Transformada rápida de Fourier! entre 
otros. 


. El análisis de los desequilibrios a que son sometidas las máquinas sincrónicas es un pro- 


blema cuya solución detallada requiere modelos de gran complejidad pero que puede ser 
parcialmente simplificado utilizando la transformación a componentes simétricas. Aun 
cuando la simetría de las ecuaciones de la máquina sincrónica no satisfacen las condicio- 
nes requeridas por esta transformación” y los modelos de secuencia no están desacoplados 
su aplicación aproximada ofrece un herramienta útil para establecer órdenes de magnitud 
de las corrientes transitorias o subtransitorias durante los desequilibrios. 


Los análisis de estabilidad de la máquina sincrónica requieren modelos dinámicos que 
permitan evaluar las fluctuaciones de la velocidad y del ángulo de carga en grandes mag- 
nitudes. Actualmente la no linealidad de los modelos de la máquina sincrónica y su in- 
terrelación con el sistema eléctrico puede ser resuelta por la integración numérica directa 
de las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento de la máquina? o las condi- 
ciones de estabilidad pueden ser obtenidas aplicando el método de Liapunov, el cual es 
independiente de la solución directa del problema. 


Esta protección se debe a que durante los procesos subtransitorios los devanados amortiguados se comportan 
como una jaula de Faraday, aislando parcialmente su interior de los campos electromagnéticos externos. 
Con mayor precisión el método Short Fast Fourier Transform (SFFT) que permite aplicar la transformada de 
Fourier a una señal cuyas frecuencias varían en el tiempo. 
Las componentes simétricas desacoplan los sistemas cíclicos o simétricos. 
Determinación de la trayectoria de las variables de estado para una perturbación dada. 
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1X.17 EJEMPLO RESUELTO 


Ejemplo: Análisis transitorio de la máquina sincrónica 


Una maquina sincrónica de polos salientes de 5 MVA, 3kV,60Hz, ifn = 100A,se encuentra aco- 
plada a una barra infinita consumiendo 3 MW con factor de potencia 0,7 inductivo. La reactancia 
de dispersión de la máquina es de 0,15 en pu. La reactancia de dispersión de la bobina de campo 
es 0,25 en pu. La reactancia del eje directo y cuadratura son 1,0 y 0,7 en pu respectivamente. 
La constante de inercia de la máquina en por unidad es de 0,535. La máquina posee un devanado 
amortiguador que produce el par nominal cuándo el deslizamiento alcanza el 1 %. La dispersión 
de los devanados amortiguadores es del 7%. Las pérdidas óhmicas en el estator alcanzan el 
0,1 % y en el rotor el 0,15 %. Determine: 


1. Las ecuaciones completas de la máquina, expresando todos los parámetros en un sistema 
coherente en por unidad. 

2. La corriente instantánea de cortocircuito brusco sin considerar los efectos de los devana- 
dos amortiguadores y las resistencias. 

3. El valor de la corriente transitoria y subtransitoria de cortocircuito brusco utilizando el 
método aproximado. 

4. El valor de la corriente subtransitoria si la tensión de la barra infinita se deprime un 15 %, 
manteniéndose la posición angular previa. 

5. La frecuencia, amplitud y duración de la oscilación si la máquina se encuentra en el punto 
de operación definido en el enunciado y se incrementa instantáneamente el par mecánico 
en un 3%.? 

Solución: 


1. Las ecuaciones completas de la máquina, expresando todos los parámetros en un sistema 


coherente en por unidad. 


Para expresar las ecuaciones de la máquina en un sistema adimensional de unidades es 
necesario determinar las inductancias del eje directo y del campo en valores físicos. En 
el estator se definen como bases la potencia aparente monofásica Sg = Vz : Ig, la tensión 
base linea-neutro Vg y la velocidad angular base œg: 


3 3 rad 
Sg = = MVA ; Vg = kV ; @pg = 2160 = 377 — 
B=3 B B B 7 
Se obtienen directamente la corriente base Ig, así como la impedancia e inductancia base 
del estator Zg y Lg respectivamente: 


S V; Z 
Ip = “2 =962,25A ; Zg = =1,8Q ; Lp = 2 =4,775 mH 
Vg Ig Cp 


2 Considere la presencia de los devanados amortiguadores. 
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Las inductancias Lg y Lng en unidades físicas se obtienen directamente de los datos del 
problema: 


La = Xq(pu) -Lp = 4,775 mH ; Lg = (Xa — Xoe) - Lg NN 4,058 mH 


La inductancia Lay se obtiene de la expresión de la fuerza electromotriz del campo en la 
condición de vacío: 


0 : V, 
Ep Va ghar) Ba a 
3 


La relación entre la inductancia mutua Lap y las inductancias de magnetización Ling y Ling, 
permite determinar el valor físico de la inductancia de mangnetización del campo: 
2 


L 
Lint = = 1,5603H 


La corriente base y la tensión base del campo se obtienen de la siguiente forma: 


Lin Vel 
Isr = Iny| 5 A =49,074kA ; Ver = 3 = 33,962 kV 


Las impedancias e inductancias base propias y mutuas son las siguientes: 


Y Ve V 
Zpr = —~ = 692,040 ; Zgr-r == — = 35,290 
IBF IBF Ig 


Z 
Ler = e > = 1,8356 Å ; Lgr=8 = Lpe_r =93,6mH 
B 
Los parámetros de la máquina en el sistema adimensional de unidades son: 


L 
La(pu) = Fo = 10 ; La(pu) = Xq(pu) = 0,7 


L La 
Lep EF Xop(pu) = 1,1 ; Lay(pu) = 2 =0,85 


La 
Laal pu) = rF +Xoa = Xaq — Xoe +Xoa = 0,92 a Lag (pu) = Xy — Xoe +Xoa = 0,62 


La-ad = Xa — Xoe = 9,85 ; Lg-aq = Xq — Xoq = 0,55 ; Lf-ad = Ling = 
Como las pérdidas óhmicas del estator son del 0,1 % de la potencia aparente nominal 
son 0,3 % de la potencia base monofásica. De igual forma las pérdidas en el circuito de 


campo son 0,45 % en la base monofásica de potencia. La resitencia de los devanados 
amortiguadores se puede determinar del par de inducción al deslizamiento 0,01 con la 
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aproximación siguiente: 


v2 -V2 0,01 
To ae > R, == 7 = 0,00333 pu 


Las resistencias en por unidad, expresadas en la base seleccionada son: 
Re = 0,003 pu; Ry = 0,0045 pu; Ra = 0,00333 pu 


El modelo completo de la maquina es: 


Va Re+Lap -OL Lafp Ld-aaP —OLd-aq ig 
Vq ola Re+ Lap OLaf OLg—ad Lg—agP ig 
vf = Lafp 0 Ry +L¢p Lf-adP 0 if = 
Vad Ld—ad P 0 Lad- fP Ra + Laa P 0 lad 
Vag 0 Lag-4P 0 0 Ra+Lagp lag 
va 0,003+1,0p  —0,7@ 0,85p 
Ya 100  0003+07p 0850 
vp |= 0,85p 0 0,0045+ 1, 1p 
Vag 0,85p 0 0,85p 
Vag 0 0,55p 0 
0,85p 20,850 iz 
0,550 0,55p ig 
0,85p 0 > 
0,0033 +0,92p 0 É, 
0 0,0033 + 0,62p lag 
d Om dOmn 


Te — Tn = aes = Lai fla aly (La 4 Ly )iaig ep Lg-agladlg a Ld—adiaqia —Tn = 1,0 di 
2. La corriente instantánea de cortocircuito brusco sin considerar los efectos de los devana- 
dos amortiguadores y las resitencias. 


La expresión 9.32 determina la corriente instantánea de una máquina sincrónica de po- 
los saliente sometida a un cortocircuito brusco. Para obtener esta corriente se requiere 
calcular la fuerza electromotriz del campo Ey en las condiciones previas a la perturbación 
y la reactancia transitoria del eje directo X 


P = 
A A A 
cosQ 0,7 
a 
1, = EL —0,6- j0,6121 =0,85712 — 134,4 


e 


D = V, + ¡X,L. = 1,4282 — ¡0,42 = 1,4890 — 16,38 
1, =|L|sin($— 6) = 0,8571 - sin(@ — 8) = 0,7565 
Ef =D + (Xa — X4) ‘Ia = 1,4890 + 0,3 x 0,7565 = 1,7159 


458 


IX.17 Ejemplo resuelto 


j i Lig 0,85? 
X¿(pu) =L¿(pu) =L¿- — = 1,0 — = 0,3432 
L 1,1 
f V2 1 I 1 1 1 1 
ia(t) = Y 2E+ — zp c0s( wt + 80) + y AN aK ups ) cos Op 


d 
ia(t) = —7,071 cos(377t + 07) + 0,817 cos(754 + 89) + 0,279 cos Op 


3. El valor de la corriente transitoria y subtransitoria de cortocircuito brusco utilizando el 
método aproximado. 


Las condiciones previas al cortocircuito en la aproximación transitoria y subtransitoria 


son: 
ly =1.sin(S—4)/= = +6 = 0,75652 106,38 


L, = I.cos(@ — 6) 26 — m = 0,4030Z = 163,62 
E; = V; + ¡X¿La + ¡X1, = 1,21902 — 16,38 


j E 0,85? 

X, = L- —1 MA = 0,214 
SN ae a 0,92 PA 
P E 0,552 

Xx = L, LLLA 7 -ee A0 
D ái 0,62 0, 


E; = Ve + jXgla + jX, 14 = 1,13892 — 6,44 


Durante el cortocircuito la tensión de armadura V, es cero, las fuerzas electromotrices 
. . 1 A y 1 A y 3 

transitoria E, y subtransitoria E p Se mantienen durante los procesos transitorio y subtran- 

sitorios respectivamente y se pueden plantear los siguientes sistemas de ecuaciones: 


E, = ¡X1/+ A = 1,2190 — 16,38 > 


aE 1 ODA WE 38 E 
fa > > “fd 
I= -8 = BOS >= 3,5521 Z— 106,38 ; I, =6 
a? 70,3432 A 
| - Mi In, |? =3,5521 
» Ee. i2iZ216 38 
fa , > 
Le Es == 10638 
4 Fa j0,2147 i 
» Ey  0,1966/ — 106,38 
fd > ; 
Le a RE NL 10638 
q~ iy" 70,2120 


n 


= y |E? + [L]? = 5,3067 


e 
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4. El valor de la corriente subtransitoria si la tensión de la barra infinita se deprime un 15 %, 
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manteniéndose la posición angular previa. 


En este caso, las condiciones previas a la perturbación son las mismas, pero ahora la 
perturbación es una reducción del 15 % de la tensión de armadura. De esta forma se tiene: 


E; = V, + ¡X¿L¿ + jX, 1, = 1,1389 —6,44 > 
0,8520 + j0,2147 - 142 — 106,38 + j0,2120- I, Z — 196,38 =1,13894—6,44 > 
L, = L,Z — 106,38 = 2,42722Z — 106,38 


I, = 1, Z— 196,38 = —1,78582Z — 196,38 = 1,7858 — 16,38 


n 


I |? 


= VIE +I; 


= 3,0134 


e 


. La frecuencia, amplitud y duración de la oscilación si la máquina se encuentra en el punto 


de operación definido en el enunciado y se incrementa instantáneamente el par mecánico 
en un 3 %. 


La expresión 9.125 define el comportamiento dinámico de la oscilación: 


ATn(0%) 
Að (a) e 2H 27 Dem d Pe(ô0) 
(0B B 00 


El coeficiente de amortiguamiento se obtiene del par de inducción nominal del devanado 
amortiguador al deslizamiento s = 0,01: 


p= 100 
Sn 


La potencia sincronizante se obtiene derivando parcialmente la potencia con respecto al 
ángulo de carga en el punto de operación previo a la oscilación: 


d 


P VE 1 1 
OP(Sp) _ L cos dy + V2 | — — — | cos26p = 2,158 
06 Xy Xy Xq 


Los polos del polinomio del denominador de la expresión anterior determinan las fre- 

cuencias naturales y los respectivos amortiguamientos de las oscilaciones de la máquina 
sincrónica sometida a pequeñas perturbaciones: 

Sa 2 OP. (60) d 

ie SAOB 75 _ f —8,9378 4 

4H —91,06 “4 


IX.18 Ejercicios propuestos 


Por lo tanto: 


nos AmO) _ 0,03 
2H 524 Bs Elo) (s + 8,9378) (s + 91,06) 
IX.18 EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Una máquina sincrónica de polos salientes de 5kVA,416V, 60 Hz,i fn = 3A, se encuentra 
acoplada a una barra infinita entregando 3,5kW con factor de potencia 0,9 capacitivo. La 
reactancia de dispersión de la máquina es de 0,1 en pu. La reactancia de dispersión del 
rotor en un 50 % mayor. Además se conoce que: 


Xa = 1,0 pu y Xz = 0,7 pu 


La constante de inercia de la máquina en por unidad es de 1s. La máquina posee un de- 
vanado amortiguador que produce el par nominal cuándo el deslizamiento alcanza el 1 %. 
El acoplamiento entre las bobinas del estator y los devanados amortiguadores es del 95 %. 


a) Determine la máxima corriente de cortocircuito brusco, considerando que inicial- 
mente la máquina se encuentra en el punto de operación definido en el enunciado. 


b) Compare el resultado anterior con las corrientes transitorias y subtransitorias que se 
obtendrian por el método aproximado. 


c) Determine la frecuencia, amplitud y duración de la oscilación si la máquina se en- 
cuentra en el punto de operación definido en el enunciado y se incrementa instan- 
táneamente el par mecánico en un 5%. Considere la presencia de los devanados 
amortiguadores. 


2. Una máquina sincrónica de polos salientes de 100 MVA, 13 kV, 60 Hz,ifn = 500A, se en- 
cuentra acoplada a una barra infinita de tensión 0,95 en pu. consumiendo 70MW y en- 
tregando 70 MVAR a la red, para lo cual se requieren 849 A de corriente de campo. La 
reactancia del eje cuadratura es 0,7 pu. Determine: 


a) La corriente instantánea de cortocircuito brusco a partir de las ecuaciones diferen- 
ciales que definen el comportamiento de la máquina, si en el instante inicial el rotor 
se encuentra a 90 de la posición del eje magnético de la fase. 


b) El comportamiento de la máquina sincrónica si en el mismo punto de operación 
inicial se le desconecta el devanado de campo de forma instantánea. 
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c) La corriente transitoria aproximada de la máquina si la tensión de la barra se incre- 
menta instantáneamente hasta 1,05 en p.u. 


3. Una máquina sincrónica de polos salientes posee las siguientes características y paráme- 


tros: 


MAA AAN A 


a) Calcule la frecuencia y amplitud de las oscilación de esta máquina conectada a una 
barra infinita si se incrementa un 5 % el par mecánico de accionamiento. 


b) Si la tensión de la barra infinita se deprime un 5% y la máquina se encontraba pre- 
viamente en su punto nominal, ¿cuál es la corriente transitoria y subtransitoria apro- 
ximada? 


c) Determine el tiempo crítico que puede permanecer la máquina en cortocircuito si 
antes de la perturbación se encontraba en condiciones nominales, y las mismas se 
restablecen posteriormente. 


d) Represente el diagrama de bloques completo de la máquina sincrónica. 


4. Una máquina sincrónica de polos salientes de 200MVA, 15 kV, factor de potencia nominal 
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0,707 y 1,0kA de corriente nominal de campo, tiene impedancias de 1,0 y 0,6 p.u. en los 
ejes directo y cuadratura respectivamente. La máquina se encuentra motorizando una car- 
ga de 150 MW con la corriente de campo máxima. Repentinamente el devanado de campo 
se cortocircuita en sus bornes. Determine: 


a) La corriente en la bobina del campo y en la fase a del estator. 


b) La tensión instantánea que aparece en bornes de la bobina de campo, si se abre re- 
pentinamente el circuito. 


. Una máquina sincrónica de polos salientes de 100 MVA, 10kV,60Hz, , , ifn = 1kA, se 


encuentra acoplada a una barra infinita entregando 80 MW con factor de potencia 0,9 in- 
ductivo. La reactancia de dispersión de la máquina es de 0,2 en pu. La reactancia de 
dispersión de la bobina de campo es 0,3 en pu. La reactancia del eje directo y cuadratura 
son 0,9 y 0,6 en pu respectivamente. La constante de inercia de la máquina en por unidad 
es de 0,755. La máquina posee un devanado amortiguador que produce el par nominal 
cuándo el deslizamiento alcanza el 2%. El acoplamiento entre las bobinas del estator y 


IX.18 Ejercicios propuestos 


los devanados amortiguadores es del 95 %. Determine: 


a) La corriente de armadura transitoria y subtransitoria por el método aproximado, si la 
tensión de la barra se deprime instantáneamente un 10%. 


b) La corriente instantánea después de la perturbación definida en la pregunta anterior 
sin considerar el efecto de los devanados amortiguadores. 


c) La frecuencia, amplitud y duración de la oscilación si la máquina se encuentra en el 
punto de operación definido en el enunciado y se incrementa instantáneamente el par 
mecánico en un 5 %. Considere la presencia de los devanados amortiguadores. 


6. Una máquina sincrónica de 5kVA, 416V, 60Hz, 1.800 rpm, fp, =0,8 ind, 2A de corrien- 
te nominal de campo, posee los siguientes parámetros: 


Determine: 


a) La corriente instantánea en el campo y en la fase a después de un cortocircuito brus- 
co, considerando que previo a la perturbación la máquina estaba entregando la po- 
tencia activa nominal a la red con una corriente de campo de 3 A. 


b) La corriente transitoria después de una caída del 10% de la tensión nominal si la 
máquina se encuentra en el punto nominal de operación, considerando la presencia 
de un devanado amortiguador cuyo acoplamiento con la armadura es de 90 %. 


c) La corriente subtransitoria después de una caída del 10 % de la tensión nominal, con- 
siderando para las condiciones iniciales el punto de operación definido inicialmente. 


d 


Las frecuencias de oscilación mecánica ante pequeñas perturbaciones, considerando 
que el devanado amortiguador produce el par nominal con un deslizamiento del 5 % 
y que la constante de inercia H es de 1,0s. 
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